Lineare Algebra 2

Mitschrieb von Martin Salzer *

*Vorlesung im SS 09, Dozent: Prof. Dr. W. Kratz, Ubungsleiterin: K. Setzer



7 Spektralsatz und Hauptachsentransformation

Bemerkung: Essei A€ C, A= (ay,...,a,) = (au),a, € C" (Spalte).

(i) A heifit unitdr (bwz. orthogonal), falls gilt: A*A = I (bzw. A € R) (A" =
A =Atle {a1,...,a,} bilden eine Orthonormalbasis des C", d.h. (a,,a,) =

S |lav|] = 1,a,La,Yu # v, wobei wir im Folgenden stets das sogenannte ka-
nonische Skalarprodukt verwenden, d.h. (a,b) = @’b und die euklidische Norm
lal] = v/{a,a)

(ii) Eine Zahl A € C heifit ein Eigenwert von A, falls ein x € C (der zugehorige
Eigenwert) existiert mit Ax = Az und © # 0 < 0 = P4(\) = det(A — AJ) und
o(A) = {\ € C|\ ist ein Eigenwert von A} heifit das Spektrum von A sowie
p(A) := max |\|(A € 0(A) der Spektralradius von A

(iii) A heiBit diagonalisierbar, falls eine Matrix S = (s, ..., s,) € GL(n, C) existiert so-
wie A1, ..., A\, mit STAS = diag(A1,..., ) & 51,..., 8y, sind linear unabhingige
Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., A\,

Definition 7.0.1. Eine Matriz A € C™*" heiffit unitér diagonalisierbar, falls Zahlen
A,y A\ € C und eine unitire Matriz U € C™" existieren so daf§ gilt: U1 AU =
diag()\l, ey )\n)

7.1 Unitare Trigonalisierung

Satz 7.1.1 (Lemma von Schur). Zu jeder Matriz A € C"*"3I\q, ..., N\, und eine unitdire
)\1 e *

Matriz U aus C™™ so dass U AU = L eine obere Dreiecksmatriz ist.
0 An

Beweis. Nach Satz 1.1 3 Eigenwert \; € C (d.h. Ps(\;) = det(A — M) = 0,3uy €
C" \ {0} mit Au; = Auy und |Jus]| = 1. Nach Cram-Schmidt (LA2 Kapitel 2 Satz
2.2 Kor. 2.1) kann u; zu einer ONB erginzt werden, d.h. Jus,...,u, € C" so dass
Uy = (ug,...,u,) € C™" unitér ist

wn’ o
= Uy AU, = : = (Auy, ..., Au,) = O i mit A € Cn—1x(n—1) induktiv
ul 0
Ay ... %
3 unitire Matrix U € C=Dx(=1) iy U-1AU = ' :
0 An
. 1 0
Definiere U := U, ( 0 > Dann folgt



- 1 0 ~ 1 0
(i) U ist unitér, weil UTU = ( N ) Uigﬁ ( O%j ! > = ( 00Ty ) =1

o (g Jarws ()= () (5 ) (o)

A1 o
( —T i ) ist eine obere Dreiecksmatrix

Zusatz: Aus Satz 1.1 und Beweis folgt

(i) Ist A € R™*" reell und sind alle Eigenwerte reell so kann man U € R™*" reell (also
orthogonal) gewhlt werden.

(i) Es gilt Pa(\) = det(A—AI) = det(A—A) = (A —A) -+ (An—A), d.h. Ap,..o Ay €
C

7.2 Der Spektralsatz
Definition 7.2.1. Eine Matriz A € C"*" heifst normal, falls gilt A*A = AA*

Satz 7.2.1 (Spektralsatz). Fine Matriz A € C™" ist genau dann normal, wenn sie
unitar diagonalisierbar ist, d.h. es gibt Zahlenen Ay, ..., A, € C und eine Matrix U € C
mat:

U AU = diag(\y, ..., \y) und U1 = U*

Beweis. (i) A sei unitér diagonalisierbar = AA* = (UDU_l)(UETUT) —UDD'U =
UD'DU = (UD' U )(UDU") = A*A

(ii)) Nun sei A normal. Nach Lemma von Schur (Satz 1.1) existieren Aq, ..., \, € C und
)\1 *

UeC™ mit U'U =Tund UTAU = A = nun ist auch AA* =
0 An

T ANT AU)=U AA U =U A AU = (U A U)([U" AU) = A*A = A ist

L u.
emng(su)

eine normale obere Dreiecksmatrix A ist eine Diagonalmatrix = Beh.

O
Lemma. FEine Dreiecksmatriz ist genau dann normal wenn sie eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. (i) Eine Diagonalmatrix ist normal



(ii) Nun sei A = (A,,) obere Dreiecksmatrix und normal
)\1 0 )\1 *
= (Ax Ay = : : = [M]? = (AA) 0 = (M2 +
* An 0 An
(JAp|* + ...+ |A1,|*) = induktiv folgt nun die Behauptung.
=0

Bemerkung:
(i) A ist normal, U unitir = U' AU ist unitir

)
(ii) Jede diagonanile Matrix ist normal
(iii) Jede reell-symetrische Matrix (A € R™™ und A = AT = A*) ist normal
)

(iv) jede unitire Matrix ist normal, weil U™'U = UU ! = [

(v) A= ( 8 (1) ) ist nicht diagonalisierbar = nicht normal

7.3 Die Hauptachsentransformation

Definition 7.3.1. Eine quadratische Matriz A heifit reell-symetrisch (oder hermitesch),
falls gilt A € R™"™ und A = AT (oder A € C™" und A = ZT)

Bemerkung: A reell-symetrisch oder hermitesch = A ist normal

Proposition 7.3.1. Fine reell-symetrische (oder hermitesche) Matriz besitzt nur reelle
Figenwert und ihre Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind immer zueinander
orthogonal (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts)

Beweis. Es sei A € C hermitesch A € o(A) = Iz € C" mit Az = Iz = Nz|]* =

Mz, z) = (z, 1) = (2,Ar) = 7TAz = 7TAT2 = (Az)T2 = (Av,z) = (z,7) =

Mz, z) = M|z|]| = A= €R

Nun sei g € 0(A) mit g # Aund y € C*"\{0} mit Ay = py = p € Cund (x,y)(A — u) =
£0

Ma,y) — plz,y) = (Ar,y) — (2, my) = (Az,y) — (2, Ay) = (Az)Ty — 27 Ay = 7" Ay —

TAy=0=xly O

Satz 7.3.1 (Hauptachsentransformation, 1. Teil). Es sei A eine reell-symetrische (oder
hermitesche) n x n-Matriz. Dann 3 reelle Zahlen Ay, ..., A\, € R und eine orthogonale
(oder unitire Matriz U, so dass gilt U7 AU = diag(A1,. .., \,), (UT =U™Y)

Spektralsatz, Prop 1.1
=

Beh. O

Beweis. A reell-symetrisch (oder hermitesch) = A ist normal

Beachte: A\, x € R und A € R™" = U aus Satz 2.1 ist auch reell/orthogonal
Zusatz: Es gelte U*AU = diag(\,) mit U* = U~! und A\, € R = A ist hermitesch (also
reell-symetrisch, wenn A reell ist)



Beweis. A =UDU! = AT = (UDU)T = UDTUT = UDU! = A = A ist hermi-
tesch ]

Fazit: Eine reelle Matrix ist genau dann orthogonal diagonalisierbar mit reellen Eigen-
werten, wenn sie reell-symetrisch ist.

7 =5 =2
Beispiel: A= | -5 7 —2 | ist reell-symetrisch mit Spektrum o(A) = {0, 6,12}
-2 -2 4
00 O
und Eigenvektoren s; = (1,1,1)7, s, = (1,1,-2),s3 = (—=1,1,0),SPAS=| 0 6 0
0 0 12

11
fir S = 1 1
1 =2 0
4.

Beachte, geméf Prop 1 0(A) C R und s1Lsy,s9153,831s;

Nun ist U = orthogonal mit U~'AU = diag(0, 6, 12)

S-S5l
SIS=Sl-
= &IH&IH

= Hauptachsentransformation durchgefiihrt!

1
3 ) ist reell-symetrisch

Beispiel: A = 1 3

7 N

(i) Durchfithrung der Hauptachsentransformation: berechne Ay, Ay und U € R™*™ mit

MO
T _ T _ 1
UU—I,UAU_<0 Az)

Pa(A) = det(A = M) =2 =62 +8= (A~ 2)(A —4) = 0(4) = {2,4}
1 1>ulzoﬁiru1:<_11):>\%<—ll>
—11 _11)u2:OfﬁrW:(1>j\/%( >

=U = \% ( 1 1 ) ist orthogonal mit UT AU = diag(2, 4)
(i) Betrachtung der zugehorigen quadratischen Form: q4(z) = 27 Az = 322 + 22129 +
323

—_ =

Ziel: Schreibe g4 als Summe von Quadraten:

3

a) quadratisch erginzen: ¢a(z) = 3(x1 + 522)* + 323 = ¢ ( 0 g
5

1 i\ 1 -1
. o 3 _ 3
fur:t-TyrmtT-(O 1) —(0 1 )



b) Hauptachsentransformation: g4(z) = 27 Ax = 2TU(UT AU)UTx = y* diag(2,4)y =

202 + 4ys mit x = UY bzw. y = Ulz = L(_11 1):5 = qa(z) =

\/i

E = {z € R*|qa(x) = 1}, d.h. 2y? +4y3 = 1 = Normalform einer Ellipse mit den Lingen

1 1
\/iund 5

7.4 Quadratische Formen
Definition 7.4.1. Es sei A € R™" rell-symetrisch (d.h. AT = A)

(i) ga(r) = 2T Ax € R fiir v € R™ heifst die der Matriz A zugeordnete quadratische
Formel =), ax,z, fir A= (au.), v = (v,)

(ii) qa(-) oder A heif$t positiv definit (resp. positiv semidefinit) bzw. negativ definit
(resp. negativ semidefinit), falls gilt ga(z) > 0 (resp. qa(x) > 0) bzw. ga(x) < 0
(resp. qa(x) < 0)Va € R"\{0} oder undefinit, fall 3z,y € R mit ga(x) < 0 < qa(y)

Bemerkung:
(i) A = (a,,) seireell-symetrisch, z = z,, € R" = qa(z) = >.\'_, a,, 2242 ZlSH<V§n AT Ty
(ii) Nun sei A = (a,v) € R"*" bel. z = (z,) € R"

et Ar =370 e, = qp(e) fir B = 5(A+ AT), wobei B reell-symetrisch

Satz 7.4.1 (Hauptachsentransformation, 2. Teil). Es sei A € R™"™ reell-symetrisch.
Dann gibt es reelle Zahlen Ay, ..., A\, und eine orthogonale Matriz U = (uq,...,u,) €

R™" so daf gilt ga(z) = >0 \y2

Beweis. Es seien Ay,..., A\, € Rund U = (uy,...,u,) € R™™ orthogonal geméf Satz
3.1 dh. UTU = I und UT AU = diag(),), dann gilt fiir z = Uy € R™ : qa(z) = 2T Az =
(Uy)TA(Uy) = y" (UTAU)y = y* diag(A,)y O

Satz 7.4.2 (Definitheit). Es sei A € R™" reell-symetrisch. Folgende Aussagen sind
dquivalent

(i) A ist positiv definit
(i1) —A ist negativ definit
(iii) Alle Eigenwerte von A sind positiv
(iv) alle HM von A sind positiv, d.h. D, > 0 firv =1,...,n, D, = det(A,), wobei

ay; ... Qiy

ayr ... Qupy



Eine Matrix A ist genau dann positiv semi-definit wenn die Eigenwerte > 0 sind und
sie ist indefinit wenn sie (mindestens) einen positiven und (mindestens) einen negativen
Eigenwert besitzt.

Beweis. Es sei gemifl Satz 3.1 UTAU = D,UUT =1
(it) (i) & (i) 1 qa >0 0> —qa=q-a
(iii) (¢) = (#44) : qa(u,) = vl Au, = \yulu, =\, > 0 fir v =1,... n falls A positiv
definit ist.
(4ii) = (i) : qa(x) = > Ay2 > Wa = Uy € R*\ {0}, falls \, > 0Vv =1,...,n

z

0
qa(z) = 2T A,z > 0, falls z # 0 = A, ist positiv definit Vv = 1,...,n

= D, =det A, =[] EW von A, > 0 gemé$ (iii)

(iv) = (i): Es sei also D, > 0Vv = 1,...,n Wir zeigen induktiv: A, ist positiv
definit Ve = 1,...,n

v=1:Dy=ay; = A; > 0= qu,(2) =anz®> 0Ve € R\ {0}

A, a . . .
vov+1:A,,= a:’p/ a) mit a € R, o = a,11,41 € R, A, € RV ist positiv

definit nach Ind-Hyp.

(iv) (1) = (iv) : A sei positiv definit, v € {1,...,n},z = ( ) € R" mit z € R" =

o . _ ) ' o Az +axy1\
Fir z = (illu+1) € R\{0} folgt (durch quadratisch ergénzen): qa,., = (2", Zy41) (aTz " axy+1> _

A+ 22 axy, 0 +axk ) = (2 + A axy )T A (2 + Ay tax, 1) + (a— aT Ay a)a?

beachte: A;l existiert, wegen det A, > 0 und > 0, weil A, positiv definit ist
41
und 8 := a —a’A;'a > 0, denn D,;; := det <(21; a) (é Aly a)) _

a
det ((j}' g)) =D,-fund D,,D,; >0 wegen (iv) = >0

Der Zusatz folgt wie die Aquivalenzen (i) bis (iii)

Beispiele: [Platzhalter]

8 Singuldrwertzerlegung und Moore-Penrose-Inverse

8.1 Polaren- und Singuldrwertzerlegung

Das zentrale Hilfsmittel in diesem Kapitel liefert das



Lemma (Hauptlemma). Es sei A € C™" mit m > n und r := Rang(A) < n. Dann
gibt es eine unitire Matrix W € C**", eine Matrix V€ C™*™ und eindeutige reelle
Zahlen o4, ...,0, so dass qilt: 01 > ... > 0, >0=0,41 = ... =0, V*V = [,,,, und

A =VAW* mit A = diag(oy,...,0,)(*)

Beweis. Die Matrix A*A € C™" ist hermitesch, Rang(A*A) = RangA = n (weil
Kern A = Kern A*A gemifl Kap. 2 Satz 5.5), und A*A ist positiv semidefinit, weil
qasa(z) = TTATAx = ||Az|]*> > OVz € C" = Satz iber die Hauptachsentransforma-
tion 1. Teil (Kap. 8, Satz 3.1) 3 unitdre Matrix W € C™™ und Aq,...,\, € R mit
W*A*AW = diag(Ay,...,A\,) und A, > 0Vv, weil A*A positiv semidefinit ist, und so-

mit sei (0.B.d.A) A > X >...> N\ >0= X1 =... =)\, weil Rangdiag(\v) =
Rang A =r

Setze: o, == VA, firn=1,...n=>0, > ...>0, >0=0,41 = ... = 0y, \ :=
diag(oy,...,0,)

Weiter setze: V' = (vy,...,v,) € C™" mit v, := %Aw,, e C™ fir v =1,...,r wobei
W = (wy,...,w,) € C"". Mit dem Satz von Gram-Schmidt existieren v, 1,...,v, €

C™ so dass {vy,...,v,} ein ONS bildet.
Fir V = (v1,...,v,) gilt nun V€ C™" mit V*V = (1751),,) = I xp und A = VAW* &
AW =VA s Aw, =o0,0, firv=1,...,n, weil

(i) Aw, = o,v, fur v =1,...,r nach Def. der v, und
(ii) A*Aw, = Nw, =0firv=1,....,n= Aw, =0o,v, firv=r+1,....n

= Damit haben wir die Existenz von W,V und A := diag(c,) mit (*) gezeigt, und zwar
konstruktiv
Eindeutigkeit der 0,: Es gelte (¥) = A*A = WAV*VAW* = WA*W* = W diag(o?,...,02

A 1

o?,...,02 > 0 sind die Eigenwerte von A*A und damit eindeutig bestimmt durch
012 ...20,>0=0,41=... =0, ]

Korollar 8.1.1. Es gelte (*) aus dem Hauptlemma

(1) o2,... 02 sind die Figenwerte von A*A mit Eigenvektoren wy, . .., w,, wobei W =
(wr, ..., wy,) unitdr ist
(ii) 0%, ... 02 sind die Eigenwerte von AA* mit Eigenvektoren vy, ..., w,, wobei W =

(wy,...,w,) € C™™ mit V*V =1
(111) Ist A reell, so konnen auch W,V reell gewdihlt werden

Beweis. (i) und (iii) folgen aus obiger Konstruktion
(i) (*) = AA* = VAW*WAV* = VA?V* & AAV = VA2 & AA™, = o2v, = (ii)

gilt O]
1 1 6 4

Beispiel: A= | -1 1| ,m=3>2=nATA= <4 6) Pyra(A) = (6—=X)(6—)\) —
2 2

16=X—-12A+20= A - 10)A—=2) =0, =10 > V2 =0 >0
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4 4 .. —1
(ATA—10])w1:(4 4>w1:0furw1:%(1)

1
i 0 ,
=V=10 1] und VAW*=A
2
= 0

Im obigen Beweis wurde folgendes gezeigt /benutzt

Korollar 8.1.2. Fir jede Matriz A € C™*" st A*A € C"" positiv semidefinit d.h.
A* A ist hermitesch und 7 AT Ax = ||Az||*> > OVx € C" und damit sind die Eigenwerte
von A*A > 0 und dann gilt Rang A = Rang A*A = Rang AA*

Satz 8.1.1 (Singulirwertzerlegung, SVD ,singular value decomposition™). FEs sei A €
C™™ ynd r = Rang A < min{m,n} =: q. Dann gibt es unitdre Matrizen W & C"*"
und V € C™™ sowie eindeutige reelle Zahlen o1, ...,0, so daf$ gilt A = VEW™ wobei
Y= (on) e C™ mito,, =0, firv=1,...,q und 0, =0 sonst und oy > ... > 0, >
OZO'q_H:...:O'n

Beweis. Es sei zunédchst n < m wie im Hauptlemma, dann ¢ = n = Hauptlemma
Jdoy>...20,>0=041=... =0, W € C”" uitér und V = (v1,...,0,) € C™*™
mit V*V =1, A =VAW* fiir A = diag(\,)

= Gram-Schmidt v, 1, ..., v, so dass {v1,...,v,} eine ONB ist = V*V = I,
Setze ¥ = (‘3) e C"" = VEW* = (f/,vnﬂ, ceeyUp) (é) W*=VAW*= A

Nun sei m < n = 1. Teil ¢ = m und d unitdre Matrizen W und V und Zahlen o mit
A =VIW* = A=WxTy* O

Definition 8.1.1. Die Zahlen o, ...,0, heiflen die Singuldrwerte der Matrizen A

1 1 - 0
YAV - V5 _
Beispiel: A = [1 1| . V(YY" " Yywmev= (0 1] w=(' 1=
5 9 0 V2 2 11
1 2 Ve
NG 0 —Z V10 0
V=101 0 ist orthogonal und A = VW7 mit ¥ = 0 2| ist die
2 1
50 % 00
SVD



Korollar 8.1.3. Es set A € C™" mit Singuldrwerten o1,...,04 > 0. Dann gilt o1 =

MaXzecn\ {0} % =: ||Al|s, wobei ||z|| = Tx. Man nennt ||A||s die Spektralnorm von A

Beweis. Es seien V, W unitir A = VW™ geméf Satz 1.1 sowie z € C",y = (y,) =
W*z = ||z]| = [lyl], weil W* unitar ist und |[Az|| = [[VEW*z||Sy|| = />0, 02|yul? <

o1/ 2t [l = oullyl? = o || fiir y = €1, dh. 2w = We,

Bemerkung: (i) Zwischen Spektralsatz und der SVD besteht der folgende Zusam-
menhang fiir normale Matrizen:

Es sei A € C™" normal = (Spektralsatz) I\;,..., A\, € C' und U € C™" mit
U*AU = diag(A,) d.h. A = Udiag(\,)U* und 0.B.d.A. |\| > ... > |\,| Nun gilt
(nach Satz vom Argument) 3¢, € (—m; 7] mit A, = |\, |e'?. Setze o, = |)\,| und
W = U, sowie V = Udiag(e®) = (e"'uy,...,e%u,) = oy > ...0, >0, W ist
unitér, V ist unitér (e u,)* (€ u,) = ulu,e® %) =4, und es gilt A = VIW*
ist die SVD von A

O

ii) o2,...,02 sind die Eigenwerte von A* A und von AA* bis auf die Vielfachheit m —q,
1 n
bzw. n — q des Eigenwerts 0

(ili) A und A* besitzt dieselben Singuldrwerte
(iv) Die Singuldrwerte sind die Eigenwerte der sogenannten Polarmatrix

Satz 8.1.2 (Polarzerlegung). Es sei A € C™*™ mit m > n Dann gibt es eine unitdre
Matriz U € C™ ™ und eine positive semidefinite Matriz P € C™*"™ so dass gilt A= UP

und U*U = 1. Die Matriz P ist eindeutig ndimlich P = A*A Man nennt sie die
Polarmatriz.

Beweis. Nach dem Hauptlemma existieren o4 > ... > o0, > 0= 0o, W € C™" unitér,
VeC™" mit A=VAW* mit V*V = I,,, A = diag(oy,...,0,)

Setze P := WXW* und U = UW¥*. Damit ist P positiv semidefinit, weil o, > 0Vv €
{1,...,n}{o,} =o(P)) und U*U = WV*VIW* = WW* = [ sowie UP = VIW*WAW* =
VAW* = A = Existenz

Eindeutigkeit: A = UP mit U*U = I, P positiv semidefinit, d.h. P = P*, 77 Px > 0Vx €
C™". Dann folgt P? = P*P = P*(U*U)P = A*A = P+ A*A mit folgendem Satz folgt
damit die Eindeutigkeit O]

Satz 8.1.3 (Quadratwurzel). Jede positiv semi-definite Matriz besitzt eine eindeutig
positiv-semidefinit Quadratwurzel, d.h. VA € C™" mit A = A* und ¥7 Az > OVx € C*
existiert genau eine Matriz B :== /A € C"™" mit B> = A und B = B*

Beweis. A ist positiv semidefinit = dA\; > ... > X\, > 0 und U € C™" unitar mit
U*AU = diag()\,), d.h. A =UAU*.
Definiere B := U diag(v/\,)U*, dann folgt B ist hermitesch, positiv semidefinit (weil
VA, > 0) mit B2 = A = Existenz

10



Eindeutigkeit: Es sei B € C"™ " positiv semidefinit mit B2 = A. Wir zeigen B = B =
Juy > ... > pp > 0und Vo= (vy,...,v,) unitdr mit V*BV = diag(uq, ..., p,), d.h.
Bu, = u,¥v €1,...,n = Av, = BBv, = pv,, d.h. u2 > ... > 2 sind die Eigenwerte
von A mit Eig(B, u,) = Eig(A, x2) und )\, = 2y = 1,...,n und wegen Au, = \u,
mit U = (uq, ..., un) = u, € Eig(B, i1, d.h. Bu, = pu,¥v =1,...,n

d.h. U*BU = diag(u,) < B = U diag(p,)U* = B O

Bemerkung: Falls die gegebenen Matrizen reell sind so sind auch die Matrizen V, W, A, 3, U, P, /A
aus Satz 1.1-1.3 reell (bzw. konnen reell gewéhlt werden).

Beispiel: ~ Berechne SVD, Polarenzerlegung, ,/ (soweit definiert) ff. Matrizen (siehe
vorne)

- 6 4 . . . 1 -1
(i) A= (4 6)' Dann gilt U7 AU = diag(10,2) mit U = \/AE <1 1 )

SVD: A=VEWT fir V=W=U= \/AQ (i _11) und ¥ = diag(10, 2)
Polarenzerlegung: A=UP, U=I,P=A
1 -1\ (V10 0 1 1
A — : T _ 1 _
Quadratwurzel: A = U diag(y/10,v2)UT = 5 (1 1 ) ( 0 \/5) (_1 1)

(1) (Ve ) =20V V)

)

—_

1 1
i) A= [—1 1| = VAWT fiir A = diag(vT0,v2). W = L (5 1) mit v =
(i) 8 2\1 1
2 2
1
= 0
0 1
2
2 0
7z 0 -7 V10 0
SVD: AXW* fir V=1 0 0 , W = siehe oben, o = 0 V2
2 1
VR 00

0

(Rechnung siehe oben) = | 0 1
2

0

(i) A= (_01 (2)> ist reell-symetrisch ist bereits ,,auf Hauptachse“, A ist indefinit

o (20 (01 ., [0 -1
SVD.A_VEqurE_<O 1),W_<1 o>’v—(1 o)

Polarenzerlegung: A = UP mit P = VATA = ((1) g) U = (—01 (1)>

11



Quadratwurzel: nicht definiert, weil A nicht positiv semidefinit ist.

Bemerkung: (i) Polarenzerlegung. Diese entspricht fiir komplexe Zahlen z € C'*!
der Polarkoordinatenzerlegung, nimlich z = ¢r = up fiir p = r = |z] > 0 und
u=e" tu=e"%e% =1,r =22

(i) Quadratwurzel. Fur eine gegebene Matrix A € R™ " besitzt die Gleichung X? = A
i.a. viele Losungen fiir n # 2 (im Falle n = 1 gibt es 2 Losung), z.B. X? = Iy,

‘ ) - 1 0 cos(a) —sin(a)
besitzt Losungen X = I, -1, £ (O _1> ’ (_ sin(a) — cos(«)

8.2 Die Moore-Penrose verallgemeinerte Inverse

Satz 8.2.1 (Moore-Penrose Inverse). Fiir alle Matrizen A € C™*™ gibt es genau eine
Matriz At € C™™ mit den folgenden FEigenschaften: (*) A = AATA AT = ATAAT,
und AAYT und AT A sind hermitesch, Ist A reell, so ist auch AT rell.

Definition 8.2.1. Die Matriz AT € C"*™ heifit die Moore-Penrose Inverse von A €

men
o1 ... 0
0 .o
Beweis. Essei A = VEW* SVD von A gemé8 Satz 1.1 (V, W unitéar, ¥ = | o, | €
0 0
men).
i 0
Setze AT := WXTV* € C"™™, wobei X1 := ) :
0 ... =0

= AAT = VEW*WETV* =V <ITOXT 8) V* und
mXm

I’I‘X’f' O

= ATA=WEXtV*VEW* =W ( 0 0

) W* sind hermitesch mit
nxn

AAYA =V (IO 8> VUSRIV = VEW* = A,
mXm
ATAAT =W (ITOXT 8) W*WEXTV* = WXTV* = AT = Eristenz
nxn

Eindeutigkeit: Bs sei A € C™™ mit (*), Zu zeigen: A = A*. Wir verwenden im Beweis,
dass A= B < (A — B)*(A— B) =0 geméif der Bemerkung unten.

(a) (ATA—AA)* (AT A—AA) = (AT A)(A*A)+(AA)* (AA)— (AT A)*(AA)—(AA)(AAA) Y=

ATAATA = AAAA—ATAAA—AAATA = ATA+AA—ATA—AA =0 = ATA =
AA
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(b) (AA* — AA)*(AAT — AA) = AATAAY + AAAA — AAYAA — AAAAT = AAT +
AA— AA— AAT =0

= A= AAA Y A+ AA Y A+ a4+ = A+ 0

Bemerkung: Fiir jede Matrix A € C™*" gilt Rang A = Rang A*A = A = 0 genau
dann wenn A*A =0, also A=B< (A-B)*(A—-B)=0

Beispiele: Berechne A* fiir folgende Matrizen A.
(i) A= (i g) ist regulir = AT0A4! = L (_64 —64> _ L (_32 —32)

. 1 -1 2 . (P .
(ii)) A= 1 1 o)~ Al = -1 1| =VEW" mit [Platzhalter]
2 2

Proposition 8.2.1 (Eigenschaften der Moore-Penrose-Inversen). Fir A € C™*" gilt:
(i) (AT)T = A
(i) (A)" = (AT)"
(77i) Rang A = Rang A™
(iv) A* = A71, falls A regulir ist (m =n=r)
(v) At = (A*A)"1A*, falls Rang A = n gilt
(vi) (UAV )T =V*ATU*, falls U,V unitir sind.

Ubungsaufgabe: (A*A)t = A+t (A*)* At = A*(AA*)7!, falls Rang A = m gilt, Im AT =
Im A*, Kern A = Kern(A*)*

Beweis. (i) gilt, weil (*) symetrisch in A und A¥ ist
(i) (*) = A* = A*(AT)*A* (AT)*A*(AT)*, und A*(AT)*, (A1)*A* sind hermitesch
= (AY)* = (A")*
(ii) Rang A = r = Rang > = Rang X" = Rang A*
(iv) A€ GL(n,C),A=A"1TAA = A~!

(v) RangA = n = Rang A*A = A*A € CV™ ist regulir = A = (A*ATT)A* st
wohldefiniert und AA = A(A*A)~"A* ist hermitesch, weil es A*A ist, AA = I ist
hermitesch = AAA = Al = A, AAA=TA=A= (%) gilt => A= A"

(vi) Es seien U,V unitir, B := UAV,B = V*AtU* = BB = UAVV*ATU* =
UAATU* und BB = V*AT AV sind hermitesch, weil AT A und AA* es sind
und BBB = UAAY(U*U)AV = UAV = B,BBB = V*ATA(VV*)ATU* =
V*AtU* = B = Satz 2.1 B = B*

O
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8.3 Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (GauB)

Motivation: Ein lineares Gleichungssystem Az = b sei unlésbar. Berechne z mit || Az —
b|| = min, d.h. Y70 D70 aw, — b,|” — min (und ||z = min)

Satz 8.3.1 (least square property). Es sei A € K™*" und b € C™. Dann ist & := ATb €
C" die eindeutige Losung des folgenden Optimierungsproblems || AZ—bl|| = min{||Az—b|| :
x € C"} und ||z|| = min{||z| : z € C" mit ||Az — b|| = ||Az — b|}

Beweis. Es sei also & = ATB und z € C". Dann gilt (AZ — b, A(x — &)) = b*(AAT —
DNWA(x — ) =b*(AAYA — A)(z — 2) =0, d.h. A2 —bLA(z — 2)(1).

Nun sei 7y € Kern A =), 20) = b*(AF) g = b*(AYAAT)'mg = bT (A7) (AT A) W =
b*(AT)* AT Axg = 0 = &1 Kern A(2)

Fiir z € C" folgt ||Az — b|]* = ||A(z — &) + (Az — )| v |A(z — 2)|)* + ||Az — b|)* >
| Az — b]|? mit = genau dann wenn A(x — 2) = 0, d.h. zp = x — 2 € Kern A und dann

|z||*> = ||z + 0|| BLyth lzoll*+ [|Z]|* > ||Z||* und = genau dann wenn zqp =0 <z — 7 =
O r=21a [

Bemerkung (Anwendungen): Moore-Penrose Inverse haben vielfdltige Anwendungen,
insbesondere in der Stochastik, u.a. Schétzungen von Parametern, Anpassen linearer
Hypothesen via least square estimates

Kurvenanpassung mit der Gaufischen Methode der kleinsten Fehlerquadrate:

Gegeben seien m Daten (z,,,y,)" € R? fir p = 1,..., m, sowie n Funktionen ¢, (2)Vv =
1,...,n (ia. n < m) (etwa p,(x) = 27 1) fir B = (8,) sei f(x) = >._, o.(x) (etwa
1 B

Bestimme 3 € R", so daf fiir 8 = 3 gilt > | f(z) = Yu|? — min und dann ||beta| =
min. Nun gilt f(mu) = > o) = D> aub, :> gt = Aty fir A = (au) =
(p(x,)) € R™" y = (y,) mit angepasster Kurve flz) = o B (x )

Beispiel (Folie): Anpassung an eine gerade (, Ausgleichsgerade®) ¢, (x) = ¥~ fiir
v=1,...,2 = n fiir gegebene Daten z1 = 0,29 = 1,23, = 2,24 = 3,y = g VA =
4

10

11, (7 4 1 -2
o)) =y o[ A" =1 (—3 -1 1 3)

1 3
. -1 .

1

f=ATy=...=5 <24) = f(z)=0,05+ 1,2z

8.4 Normen

Definition 8.4.1. Fs sei V' ein Vektorraum tiber K = R oder K = C. Fine Abbildung
-] : V' — R heifit eine Norm in' V' (auch Vektornorm), falls die folgenden Eigenschaften
(Aziome) gelten Ya,b € V und a € K
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(N1) |la +b|| > ||a|| + ||b]| (Dreiecksungleichung)

(N2) ||aa| = |al|lal| (Homogenitit)

(N3) ||al]| > 0 und = 0 genau dann wenn a = 0 (Positivitit)
Man nennt dann V' einen normierten Raum

Proposition 8.4.1. In jedem normierten Raum V' gilt |la — b|| > |||a]| — [[0]||Va,b €
V(N1)

Beweis.

lall = lla =b+0b <lla=bll+bll  =llal =l  <[la—0]
und [[oll = [[b—a+all  <|b—al +lall  =[o =l  <[b—=a] = ]la—b]

]

Satz 8.4.1 (Aquivalenz von Normen). Es sei V ein VR iiber K = R oder K = C mit
endlicher Dimension n < dimV < oo, || - ||« || - ||~ seien Normen in V. Dann gibt es
Konstanten c1,co > 0 so dass gilt c1]lal|« < ||al|~ < ealal|« fir allea € V

Beweis. Es sei {aq,...,a,} eine Basis von V' (LA1). Fir o = (o) € K" definieren wir
Funktionen fi(a) := || >0_ ava, ||« und fo(a) == || >._, ava,|~, diese Funktionen sind
stetig auf ihrem Definitionsbereich, weil fiir o, € K" gilt:

|f(a) = ( )I =1 2im vl = 120 Boanlll, < 1 20mi(aw=B)aulle <30y |aw—

GuDllav]| < < clla = B2 fir e := >0, ||al,||2)% also < e fir ||a — (]| < 6 = =, ent-
sprechendes gilt fiir || - ||~

Nun ist S := {a € K"|||a| = 1} C K} ist kompakt = d; := max,es fo(a) und
dy = mingeg) fo(a) existieren mit dy,dy > 0, da a4,. .., a, linear unabhéngig sind und
wegen (N3)

FiraeV (0.B.dAa#0) I () =a€c K*"sodaB >."_, a,a, = a (weil {a,} Basis von

: F=Talp €5
Vist) = [lall. = | X0 awanll~ = [lallo[| X0 Bravlle =" flell2fo(B) < llafl2dy <

Zllall=fu(8) = Zllalll 0 franll = 210 awall = exllall fix ¢z == 2 >0,
wegen Symetrie (x| ~) folgt 3¢ mit ||a|l. < éllall~, d.h. ¢flall, < ||Va € V mit
C1 = (51)_1 ]

Korollar 8.4.1. Es sei || - || eine beliebige Norm in K™ mit K = C oder K = R und

(ax) = (al(,k)> sei eine Folge aus K™ sowie a = (a,) € K™. Dann gilt
k=1

limy oo [|ax — al| = 0 < limg_ ol = a, Yv =1,...,n (Koordinatenweise Konver-
genz)
Beweis. ||a, — al|| — 0 Pt |lax — al|oo — 0, d.h. limy_, o o =av=1,....n O

) <oo Yv=1,.

Zusatz: Y - |lag]| < oo < D0,
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Definition 8.4.2. Fir A = (a,,) € C™*" heifst

(i) |A||lF = (Zu O aw]? > die Frobeniusnorm von A

(i3) ||Alls = max,ec\ oy IAzlz — q aX|g|,=1 ||Az||2 die Spektralnorm von A

[[]l2
(iii) p(A) = max{|\|||\ € 0(A)}, falls m = n, der Spektralradius von A

Proposition 8.4.2. (i) Die Frobeniusnorm und die Spektralnorm sind Normen auf
men

(it) Az =30 lalls fir A= (ar, ... an)
(iii) ||AB||r < ||Al|r]|B||rVA € C™ ", B € C™* und insbesondere
[Azllz < [[Allpllzlly fir = € C
(w) |Allr = ||A*|F und [UAV||r = ||A||rVA € A™" und U € C™™ V € C™"
unitdr
(v) IABls < || A|ls||Blls VA€ C™", BeC™*
und [|Alls < [|Alle, [[Azllz < [|Alls[lz] Ve € C

(vi) ||Alls = [|[A*||s = \/p(A*A) = 01 = mazimaler SW von A,YA € C"*"
(vii) Die Spektralnorm ist ebenfalls unitir invariant

Beweis. (i) ||A||lr = ||A]]2 fiir A € C™*™ = C™™ ist also eine Norm in C™*"

Die Spektralnorm erfiillt (N2) und (N3) nach Definition 4.1 und fiir A, B € C™*"
und z € C" folgt:

(A + B)zlloflzll2 < (|Azll2 + [ Bz[l2)[|z]l2 = A+ Blls < [|Alls[|Blls

(i)

(i) Bssei A € C™" 0 € C" = [|Axll3 = 30, | 0y it = 0L [0 law - X0y Jaaf?] =
1Al 2]]3 und es sei B = (b, ... by) = [|AB[} = [ (Aby, ..., Aby) [} = ), |46, [* <
AN 220 10,113 = [IANIE I BIIE

(iv) ||A|lr = ||A*||F nach Definition 4.1 (ii) und es sei V' € C™*™ unitér

A= (ar,....a0) = [VA|E = [[(Var,... Vanlz = 30 Va3 = 320 lalf =
|A]| und fir U € C™™ folgt

VAU||p = [[AU|[p = U= A*[p = |A*]| = [|All »

(v) Fiir A € C™", B € C™**, z € Cfolgt |||ABx|||2 < ||All2||Bz|l2 < || Alls||Bl|s]|lz =
IABlls < [|AllslBlls

Aus [|Az]ls < [|A]lrllzlls = [[Alls < |Allr
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(vi) ||Alls = ||A*]|s = (p(A*A))% gilt geméf Kor. 1.3, 1.1 und Definition 4.1 (iii)

(vii) (Ubungsaufgabe)
[l

Definition 8.4.3. Fine Abbildung ||-|| : C*"*" — R heifit eine Matriznorm in C**™ falls
folgende Eigenschaften gelten fiir alle A, B € C"*", a € C

(M1) |A+ Bl < || Al + || Bl

(M2) || All = |all|Al

(M3) ||A]| >0 mit == A=0

(M4) | AB|| < A B (submultiplikativ)

Aus (M4) ergibt sich die Folgerung || A*|| < [|A*

Beispiele: (i) Die Frobeniusnorm und die Spektralnorm sind Matrixnormen gemif

Prop. 4.2.
(ii) ||A]l = max,, |a,,| ist eine Norm in C™*", aber dies ist keine Matrixnorm fiir
n > 2, weil fiir A= B — G 1) > AllBl=1<2= > 7| =48

Proposition 8.4.3. Fir jede Matriznorm || - || in C™*™ gilt ||A]| > p(A)VA € C"*"

Bemerkung:

(i) p(A) = ||A|s, falls A normal (Ubungsaufgabe)
(i) Fiir 04 A — (8 (1)) ailt p(A) = 0 < || A]l fiir jede Norm | - |

Beweis. Es seien || - || eine Matrixnorm in C**" A € C™"™, X € o(A) mit |\ = p(4) =
dr € C" mit  # 0 und Ax = Az. Definiere X = (x,...,z) € C"™*" = X £ 0, || X]|| > 0
|(|Mﬁ)- AX = Az, Ar) = AX = PNIX]| = [AX] < [[A[[IX]] = p(A) = ]A] <
A O

Proposition 8.4.4. Es sei also || - || eine Matriznorm in C"*™ und S € C"*" reguldr.
Dann wird durch ||All, = ||S~YAS]| fir A € C*™" wiederum eine Matriznorm definiert.

Beweis. || - ||« := C"*™ — R erfiillt die Eigenschaften VA, B € C"*", o € C

(M1) |[A+ Bl = [[S7H(A + B)S|| = ||[ST'AS + S7'BS|| < ||ST'AS|| + ||ST'BS|| =
1AL+ 1Bl

(M2) [laAll, = [[STIAS] = |af[[STAS]|| = [of Al
(M3) ||Al|«>0und == A =0
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(M4) [AB]|. = [|ST ABS|| = |(S7TAS) (ST BS)|| < |57 AS]| - [[S7'BS|| = [|All[| B
O

Beispiele: (i) e := > 77 A", die sog. Exponentialreihe konvergiert elementweise

absolut fiir alle A € C**n

k
Beweis. Y52, [|[5AF = Sp UE < 0o VA € € mit einer beliebigen Ma-

trixnorm z.B. || - || = Beh. mit Kor. 4.1 (Zusatz) O

(ii) Sop2, A*, die Neumannsche Reihe konvergiert elementweise absolut gegen (/—A)~!
falls A € C*™™ mit ||Al| < 1 fiir eine Matrixnorm || - || gilt

Beweis. Yoo |A*]] = Soro [JA|IF < oo, falls ||A]| <1 = B := >, A" konver-

giert elementweise

B(I-A)=Y 7 A =S A =A"=T= B=(I-A)" O
Definition 8.4.4. Es sei || - || eine Vektornorm in C™
(i) ||A] := max ”m” = max|,|=1 ||Az|| fir A € C**" heifst die durch | - | induzierte

Matrixnorm (oder Operatornorm)

(i1) Eine Matriznorm || - ||ar in C"*™ heifst vertraglich mit der Vektornorm || - || falls
gilt || Az|| < ||A||u||z|| V2 € C*, A € CP™

Bemerkung: (i) Fiir eine induzierte Matrixnorm gilt ||Az|| < c[|z|]] Vx € C™ fiir
¢ = ||A|| und dies ist die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft

(ii) Die induzierte Matrixnorm ist die kleinste mit der Vektornorm vertréglichen Norm

(iii) Die Frobeniusnorm und die Spektralnorm sind vertréglich mit der euklidischen

Norm und diese induziert die Spektralnorm [Haufige Bezeichnung || A2 := ||Al|s <
1]l £]
Proposition 8.4.5. (M1) ||(A + B)z| = ||Az + Bz| < ||Az| + ||Bz| < (||A]| +

IBIDI[x]| = A+ Bl < [[A]l + [ B]
(M2) [laAz| = |af[[Az]] = [laAll = flaf[A]
(M3) |All = 0 und =< [[A] = 0
(My) |ABz|| < [|A[[[| Bz| < Al Bll[[«]| = |AB] < [[A[l]|B]
Ubungsaufgaben:

(i) Al = maxicy<n ), la| fir A € C™", die sogenannte Spaltennorm wird
induziert von [|z]; =Y I_, |2,

(i) [[Alloo := maxi<u<n D n_y |aw| fir A € C™ ", die sogenannte Zeilennorm wird
induziert von ||z, = maxj<,<p |2,

In diesem Unterkapitel (8.4) konnen C™**", C™ tiberall durch R™*" R™ ersetzt werden.
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9 Matrixfunktionen

9.1 Matrixpolynome
[Platzhalter] Wiederholung aus der Vorlesung , Linearen Algebra 1“ [Platzhalter]

Bemerkung: Insbesondere wegen des Fundamentalsatzes der Algebra betrachten wir
in diesem Kapitel durchweg komplexe (insbesondere auch reelle) Matrizen A € C**™

Definition 9.1.1. Fir eine Matriz A € C"*"™ und ein Polynom Q(z) = ZZM:() ayz™ €
Clx] ist das Matrizpolynom Q(A) € C™™ definiert durch Q(A) = Zl]\/[:O ay AM mit
A= Inxn

Proposition 9.1.1. Es seien Q(z) = >_4_ ana™, R(z) = 34, barz™ € Clz], A, B €
C™ «a, 3 € C. Dann gilt

(i) (aQ + BR)(A) = aQ(A) + GR(A)
(i) Q(AT) = (Q(A)"
(iti) Q(A) = ay(A—NI)-...- (A= NI), falls Q(z) = ay(x — \) ... (& — \)
() (Q- R)(A) = Q(A) - R(A)
(v) Qo R)(A) = Q(R(A))
(vi) ST'Q(A)S = Q(S'AS) VS € GL(n,C)

(vii) Q(A) = Sdiag(Q(),))S™! insbesondere ist A" = S diag(\7)S™1 Vr € Ny, falls A
durch S diagonalisierbar ist, also S™'AS = diag(\,)

(viii) Az = Az mit x € C", A € C = Q(A)z = Q(N)x, insbesondere ist Eig(A,\) C
Eig(Q(A), Q(X))

(iz) Pouy(z) = (=1)"(x— QM) ...  (z = Q(\))

(z) Q(A)R(B) = R(B)Q(A), falls AB = BA

(zi) LQ(tA) = AQ'(tA) firt € C mit Q'(x) = Y4, apMaM~?
Beweis. (i) klar

(if) (AT)M = (AM)T = Q(AT) = 3o _p an(AT)M = (Q(A))"
(iii) klar

(iv) (QR)(z) = ZZJM:O > o apba* = (QR)(A) = Ziw:o >0 anb, AMHT = ZM 0 ap AM ST =0

Q(A)R(A
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(vi) S71Q(A)S = S 1 g amAM)S = S s anSTTAMS =S an(STTAS)(STTAS) - -

> hrmo anr(STTAS)M = 300 g an(STTAS)M = QST AS)
(vii) geméf Bem. Wiederholung
(vii)) Az = Az = AMz = M\Mav¥M e Ny = Q(A)z = Y, _, anAMz = Q(\)z
(ix) Gemé#B dem Lemma von Schur [Kapitel 7, Satz 1.1] existiert eine unitdre Matrix
)\1 *
UeC™ mit UTAU = A = = Py(z) = (—1)"(x — A1) -+ (x —
0 An
An) und Fora) = Pu-iquyu(z) = Pony(z) = (=1)" (2 = Q(A)) -~ (2 — Q(An))

(x) AB = BA = AMBE = B"AMYM,v € Ny = Q(A)R(B) = Yo S an AMb, BY =

S b BY S s anrAM = R(B)Q(A)

(xi) 4Q(tA) = 43 _JaatMAM = 3 apy MEMTIAM = = AN g MM T AM T =

AQ'(tA)
O

Proposition 9.1.2. Fir A,B € C**" gilt (A+ B)” = Y"1, (1) AYB"MVv € Ny,
falls AB = BA gilt.

Beweis. wie Binomialformel O

Bemerkung: (A+ B)?>= (A+ B)(A+B)=A*+ AB+BA+B?=A?+2AB+ B* &
AB = BA

Proposition 9.1.3 (Leibniz-Formel). Bei Evistenz der Ableitungen gilt: (f - )™ (t) =
> =0 (1) fH g0 (@)

Beweis. (dito mit Produktregel) O

Satz 9.1.1 (Hermite-Interpolation). Gegeben seien k,ni,...ny € Nyon == ¥ n,,

beliebige Zahlen c,, (= f(“)(/\y) e Cfiro<pu<mn,—1v=1...k A\ paarweise
verschiedene Zahlen.

Dann gibt es genau ein Polynom Q € Clx] vom Grade < n—1 mit QW(\,) = c,, V0 <
w<n,—Liv=1 ...k

und dieses Hermitesche Interpolationspolynom ist gegebe durch

() QW) =Xk st (qy)(“) )@ = A (w) mit g () = [T g o (7 — A

Beweis. Existenz: Es sei () gegeben durch (-) = @ € C[z] mit Grad @ < max,—;,__x(n,—
l4+n—mn,)=n—-lundfir0<r<ngs—1,s=1,...,k folgt
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QU = iZi(i)m ) () o= a),

v=1 pu=0 v

k 1/ f (1) v
— ZZ— (_) (/\V) 581/:u! QI(/T_M)(AS)( )

v=1 p= 0 v a
) r i)(u) ) () (r)

;(gs ( 8)qs ( S) H =0 fiir p>r

f (r)

B <q‘ ' qs) () = FOO) = o,

Eindeutigkeit: Es erfiillen @1,Q, die Behauptung = Q := Q1 — Q2 € C[z] = Grad
Q<n—-1,Q0W0N\,)=cy—cun=0 Y0<pu<n,firv=1,... k= Das Polynom
besitzt Zizl n, = n Nullstellen = Q =0 O

Firn, =1,v=1,... k also k = n folgt das

Korollar 9.1.1 (Lagrange-Interpolation). Fir n € N ¢,...,¢, € C paarweise ver-
schiedene Ay, ..., A, € C gibt es genau ein Polynom Q(x) € Clz] vom Grade < n — 1
mit Q(\,) = ¢,Yv = 1,...,n und dieses sogennante Lagrange-Interpolations-Polynom:

Qx) = Zy LA )qq:;,/)) mit q,(z) = HZ:LW&y(x — Au)

9.2 Frobeniussche Kovarianten

Wir verwenden durchweg folgende Bezeichnungen: A € C**" mit Py(x) = det(A—al) =
Do = (=)™ (@ = A)™ - (2 = A)™, A, A € € paarweise verschieden mit

n, =n(\) firv=1,... kq(x)=[[u=1,u#"a—-\)"qx) = Zzlle qy ()| fur
v=1.4q(z)=q(z)=1]
B, =q,(A), firv=1,... . k,B=q(A)=Y*_B,(n=1= B =B=1)
Lemma. (i) B ist requlir
(ii)) (A=XNI)"B, =0
(i1i)) Rang(A — N\, 1)™>n—n, VYmeN
Beweis. (i) det B = ][] Eigenwerte von B(= ¢(A)) Frop L10) q(A1) - q(\,) # 0, weil
400 = g(\) # 0 weil A, £ A,

(ii) (A=A 1) B, =(A—=\)™ H“ 1W,él,(A — A L) = (—=1)"P4(A) = 0 geméf dem
Satz Cayley-Hamilton
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*
(iii) nach Lemma von Schur 3U unitir mit U'AU = M \ =
2
An
0
*
0
Rang(A — A\ 1)™ = Rang >n—m
Ao — i
An — A

oBdA vr=1 m

Definition 9.2.1. Die Matrizen C, = B,B~" fiirv =1,...,k heifen die Frobeniusschen
Kovarianten der Matriz A

Bemerkung: A, B,, B,C,, kommutieren, da sie Polynome von A sind. Im Falle der

Existenz ist Pa(A) =: 207 ot = A7V =370 | — 2 ARt

Proposition 9.2.1 (Eigenschaften der Frobeniusschen Kovarianten). (1) S2F_, C, =
1

(ii) C,C, =0 Vu#vundC2=C, v=1,...,k
(iii)) C* =TmC, & ... & ImC,

() (A=X\I1)"C, =0Yv=1,...,k

(v) Rang C, = n,,, Rang(A — \,[)™ =n —mn,
Beweis. (1) Y6C, = B,B'=BB'=1

(i)

—~

A=N\I)"B, = 0= C,C, = 0V # v( da PA)|C,C,) und C2 = C,(Y5_, C,,) =

Q o

(i)

"=ImC; +...+ImC, gemaB (i), und die Summe ist direkt, denn es sei x €
c,ny kL, Cudy=a=Cd=C2d=C2d=Ca=C,Y 5 1, Cud,=0

(iv) (A=X)"C,=(A=X\)"B,B'=0B"1=0

(v) ImC, C Kern(A — A\, I) = RangC, < dimKern(A — \,I)™ = n — Rang(A —
M) <n—(n—n,)=mn,

n= fo:l Rang C, < ZIZZI n, =n = Rang C, = n, = Rang(A—\,I)™ =n—n,
]
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1 21
Beispiel: A= [0 1 1|, M =1n =2 =2n=1= q(z) =2 —2,¢(x) =
0 0 2

(z—1)

-1 2 1 02 1\° 00 3
Bi=A-2=|0 -1 1|.,B,={001| =(00 1].B=58B+B,=

0 0 0 001 00 1
1 2 4 1 -2 8 10 -3 00 3
0 -1 2|.B'=l0 -1 2|.c,=BB'=(01 —-1]|.C,b=B,B"{00 1
0 0 1 0 0 1 00 0 00 1

Satz 9.2.1 (Matrixpotenzen und polynome). Fir A € C"*" Q(z) = Zi:o a,zt € Clz]

(1) Q(A) = Ty Ty SR (A = A DC,
(2) A" = Zu 1 Zny_l ( ))‘;_M(A - ADIC,
Beweis. r € No,v = {1,...,k}. Dann gilt (A — \,)*C, = 0 fiir p > n, (Prop 2.1. (iv))
und (r) =0 fiir p>r
ny—1 r— r ™\ \r—
= > ( JALTHA = NI, = > =0 (M))\V HA=NIC,
= (\J + (A= \D)C, = A"C, Also gilt A" =TA"=3F_ C,A" = (2) O

Nun gilt ()3, = (a7} (0) = Q(A) = Sy adn © 3 St [ an )] A (A
A, = (2)

Satz 9.2.2 (Diagonalisierbarkeit, 2. Teil). A € C"*" ist genau dann diagonalisierbar
wenn gilt:

(3) A=3"1_ \C, und dann gilt Q(A) = 3" Q(\,)C,
Beweis. A sei diagonalisierbar = my(z) = (x — Ay) - (x — \p) = (A= )+ (A —
M) =0= (A-ADC, =Vl <v <k R A=YF_ A, = (3)

v=1"v

Es gelte (3) = AC, = (35_; A)C.C, = \,C,, dh. ImC, C Eig(4,),) = p(),) =
dimKern(A, \,) > RangC, = n, > p(\,) = p(\) =n, Vv =1,....k = A ist
diagonalisierbar O
9.3 Die Jordansche Normalform

Der vorherige Beweis aus Satz 2.2 ladsst sich ausbauen zum Beweis des folgenden Satzes

Satz 9.3.1 (Jordansche Normform). Fiir jede Matriz A € C"*" gibt esr € N;my,...,m, €
Nmit > _ m, =n,A,....,\, € Cund S € GL(n,C) so daf gilt
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A1 0
J1 0

STIAS = mit J, = R e Cmvxmy
0 J AR
0 A

Definition 9.3.1. Ein Vektor x € C™ heifit ein Hauptvektor p.ter Stufe zum Eigenwert
A der Matriz A € C™™ falls gilt:

(A= X)Pz =0 und (A—N)P"1 #£0
Beachte: (A — M\, 1) C, =0 gemdfs Proposition 2.1.
Bemerkung: (i) Hauptwerte der 1. Stufe sind Eigenvektoren
(il) Esgilt £ < r < nund natiirlich gilt 0(A) = {A\,.. ., M} ={\|jv=1,...,r}(m, <

n,)
(iii) A ist diagonalisierbar < m, = 1Vv =1,...,r=n
Ji 0
(iv) Die Jordansche Normalform J = ist eindeutig bis auf die Reihen-
0 Jy
folge

9.4 Matrixfunktionen
Der Satz 2.1 fithrt zur folgenden Definition (mit den Bezeichnungen aus Unterkapitel 2)

Definition 9.4.1. Es seien A € C" f : D — C mit 0(A) C D und f™=Y())
evistiert Vv = 1,....k
Dann ist die Matrizfunktion f(A) € C*™™ definiert durch

b T 1f(u) A)

=2

v=1 pu=0

(A - \I)"C,

wie in Unterkapitel 2 mit Ay = 1,n1 =2, A =2,ny =1

0 3
01
01

jwr)
B
(o}
Q
Il
=g
=)
—_
|
w
vl\ar—\»—t
&3
I
o o o



Proposition 9.4.1. Es sei A € C™", f und f, fir r € N wie in Definition 4.1. mit
lim, oo fP0 () = FE(N).
Dann gilt lim,_ f#“)()\,,) = f(A) [Elementweise konvergenz]

Beweis. Voraussetzung & Definition 4.1 ]

Korollar 9.4.1. Es set A € C" und f(z) = Y . a.2" sei eine Potenzreihe mit
R > p(A). Dann gilt f(A) =>"7,aA"

Proposition 9.4.2. Seien A, f und g wie in Definition 4.1.

(i) f(A) = " e, AT ist ein Polynom in A vom Grade < n — 1 mit Koeffizienten
o =c¢(f,A)eC

(i) F(A) = g(A), falls fP(\) = gDy =1, k0 < <y — 1
(
(i) J(4) = Q(A) fiir Qs(x) = Thy St 1 (£) e = A)au (o) fir g o) =
[l = A)™ = q(A) = B,
Beweis. (i) folgt aus (ii), (ii) folgt aus Def. 4.1, (iii) folgt aus (ii) und Satz 1.1 O

Satz 9.4.1 (Rechenregeln fiir Matrixfunktionen). A, B € C"*", o, 8 € C und f, g seien
gegebene Funktionen. Dann gilt, falls die auftretenden Matrixzfunktionen jeweils gemdpfs
Definition 4.1 wohldefiniert sind folgendes:

(i) (af + Bg)(A) = af(A) + Bg(A)
(i) f(AT) = (f(A)"
(iii) (f - 9)(A) = f(A)g(A) = g(A)f(A)
(iv) (fog)(A) = f(g(A))
(v) STUf(A)S = f(S'AS) VS € GL(n,C)
(vi) f(A) = Sdiag(f(\))S™ =S¢ F(\)C,, falls A diagonalisierbar ist.

(vii) Az = Xz fir x € C", A € C = f(A)x = f(Naz insbesondere Eig(A,\) C
Eig(f(A), F(A)

(viti) Pray(x) = (=1)"(x = f(M)) - (2 = f(An), folls Pa(X) = (2 = M) -+ (2 = A)
(ix) f(A)g(B) = g(B)f(A) falls AB = BA

Beweis. Die Behauptungen folgen aus Proposition 1.1 und 4.2 (ii) via Hermite-Interpolation
mit Satz 1.2 sowie Satz 2.1 m
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Bemerkung (Matrixexponentialfunktion e?): Fiir A € C™*" gilt

kn,/lA

et = Z Z Z A AN DPC, und etB = e4e® fiir B € C" falls AB = BA

r=0 VlMO

Beispiel: ¢!/ fir t € R und A = (_01 (1]

) (Betrachte die Funktion f(z) = e'* bei
festen t)

1

—i 1 (0 2\ 40 L .
()= (g () mmo = (7)1

it ( cos(t) sm(t)>

Py(z) = 22 + 1,\; = i,\y = —i, A somit diagonalisierbar. B; = )

) =
—sin(t) cos(t)
Korollar 9.4.2. Es sei A € C,I C R ein Intervall und f(tA) existiere fir alle t € I.

Dann gilt:
(i) F(EA) =30 Sopg B fU (EN) (A = A D)C,, und
(it) Lf(tA) = Af'(tA) firt € I, falls f'(tA) ebenfalls auf I existiert

Beweis. ( ) Esseit e fest, f(tz) = (f og)(z) =: h(z) fur g(2) :=tz
W) =t fWEN) fir 0 < p<n, —1,v=1,...,kund g(A) =tA

F(tA) = f(g(A) = (fog)(A) = h(A) = b S (4 3, k0, =

Behauptung
(i)
k ny,—1 4
Af'(tA) = (A= I+ M) Z /ﬂf”+1 (tA) (A= N DHC,
v=1 pu=0 ’
k ny— 1 k ny— 1
= ZZ f““ tA) (A= NI)MC, + A, ZZ f(““ tA)(A—\I)C,
v=1 pu=0 : v=1 pu=0 :
k ny,—1 k ny— lt'u
= ZZ( ) D (tA)(A = N I)PC, + N, ZZ — fUFD (A (A = A\ D)MC,
v=1 p=1 v=1 pu=0 :
k nu 1 H (i)
= [ )+ = A, fU (m,,)} (A=) )"C,
v=1 pu= H:
k ny,—1
- Z dit_f WA,
v=1 pu= M
d
= —f(tA
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Fiir f(z) = e ergibt sich folgendes
Satz 9.4.2 (Matrixexponentialfunktion). Fir A, B € C**™ gilt:
(i) e =300 ﬁ/ A = 25:1 ZZV 01 ZLI eM(A-NDIC, VreR
(i) Let = Ae'Vt € R
(iii) ette!P = ! A+B) o AB = BA
(iv) edesd = elt+9)4 (etA)=1 = et fiir allet € R und e® = I
Bewéiy. & (ii) folgen aus Korollar 4.2 und 4.1 fiir f(z) :=
(iii) AB = BA = (tA)(tB) = (tB)(tA)Vt € R Q1 ot etB — oH(A+B)

Nun gelte etdet? = A8 vt € R

2
(%) tA+B) = (A+B)?=A>+ AB + BA+ B?
t=0
2
(i) otAptB _ d (AetA tB +€tABetB)
dt L .

— A26tA tB+AetABetB+A€tAB€tB+etABQ tB
= A2+ AB+ BA+ B*>= BA=AB

t=0

(iv) folgt aus 3. [s = -t]

9.5 Matrixwertige Funktion einer Variablen

Definition 9.5.1. Fir eine m x n-matrizwertige Funktion X (t) = (x,,(t)) : I — C™*"

definiert man Differenziation und Integrale Elementweise falls existent, also:
4X(t) = X'(t) = X(t) = (21, (£)) € C™ und [* X(t (f 2t dt) e Cmxn

1%

Beispiele: (i) X(t) = (gf;gg) : R — R mit X(t) = (COS ) Jo X

()

(i) X(t) = e : R — C™" falls A € C™" mit X(t) = Ae'* = AX(t)
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(iii) X (t) = {cos(tA)} !, falls existent = X (t) = A — sin(At)(cos(tA)) 2

(iv) X(t) = ((1] i) X(t) = (8 D X() = (é _11) L AX1(f) = (8 _Ot%) mit
xox0 = (o %) #4500

t2

Proposition 9.5.1 (Rechenregeln).

(i) (X (1) +0Y (1) = aX (1) + BY (1), [[(@X (1) + Y (0)a [ X (t)dt + 5 [ (t)dt
im Fall der Existenz, wobei o, 3 € C, X (t),Y (t) € C™*"

(i1) dt( (t ) (t)) = X()Y ()+X ()Y (t) (Produktregel) undf XY ()= Xt)Y ()]’ —
f XY (t)dt (Partielle Integration)

im Falle der Existenz, wobei X (t) € C™" Y (t) € C* wobei die Reihenfolge der
Faktoren zu beachten ist.

Beweis. (klar, ergibt sich elementweise aus den Rechenregeln aus Analysis 1) O
Beispiel: £X2(t) = X() X (t) + X(t)X (t) # 2X ()X (t)

Satz 9.5.1 (Differenziation der Inversen). Es sei X (t) € C™*" requldr und elementweise
diﬁerenzierbar firtel (T CR ein Intervall) .
Dann ist X~*(t) differenzierbar mit £X~1(t) = =X 1) X ()X (1)

Beweis. X (t) regular Vt € I = det X(¢t) # 0 mit der Formel fir Inverse (LA1, Kapitel

4, Satz 3.2) X~ 1(t) = #X(t) ((=1)**#det(...))" = X1(t) ist differenzierbar V¢ € I

d -1 y -1 o—1
0= EI = E(X(t)X (1) = X)X (t) + XX *(t) = Behauptung

9.6 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten
Beispiel: Gegeben A € (_01 (1)) Lose die Differenzialgleichung & = Az, d.h. man

bestimme z(t) = ?gg) € R? mit La(t) = Az(t)Vt € R also i1(t) = @»(¢) und
2

La(t) = —z1(t) < y(t) = 21(1), y(t) = z2(t) mit y(¢) +31(1) =0

Es sei A € bbC™ ™. Dann heifit & = Ax ein homogenes lineares Differenzialgleichungs-

system (kurz: ein lineares System) mit konstanten Koeffizienten A = (a,, ), d.h. ,(¢) =

> L aur,(t) firp=1,...,n,t R

Satz 9.6.1 (Fundamentalmatrix). A Es sei A € C"*™. Dann gilt
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(i) X(t) = AX(t) mit det X (t) # 0Vt € R fiir X(t) = 't € C™", d.h. X(t) = ' ist
eine Fundamentalmatrix und die Spalten bilden ein sogenanntes Fundamentalsys-
tem des Gleichungssystems © = Ax

(ii) Fir x € C* gilt = Ar auf R < x(t) = eVt € R und ein ¢ € C*, d.h.
z(t) =30 cs,(t), wobei e = (s1(t),...,s,(t))
kurz: Losungsgesamtheit {z|i = Az} = {>__, co[Platzhalter]}

Beweis. (i) folgt aus Satz 4.2 (ii) und (iv)

(i) Fiir c € C", z = e'e gilt La(t) = Ax(2).

A komm.

Nun gelte i(t) = Az (t). Betrachte eine neue Funktion z(t) = e " (t) = 2(¢) 4 Ak
e~ (i(t) — Ax(t)) = 0 = 2z(t) = c € C" konstant auf R = z(t) = e!2(t) = ec
O

Korollar 9.6.1 (Anfangswertproblem). Es seien A € C"*" ty € R,xg € C". Dann ist
z(t) = e~z vt € R die eindeutige Losung des Anfangswertproblems & = Az mit

[L’(to) = 2o
Beweis. i = Az < Jc € C'z = e'c und dann ist z(ty) = ¢ & ele = 7 O

Ubungsaufgaben. (i) Variationen der Konstanten. Es sei A € C"*" b xq € C",t €
R Dann ist x(t) = elt=t0) Az, + ftt =)4bds die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems & = Ax + b mit z(ty) = xq

(ii) Lineare Differenzielgleichungen héherer Ordnung. Es sezen CL(], oo lne 1 E C und
y(t) seien normal differenzierbar auf R. Dann gilt L(y) = +Z a,,y =0«
() 1
i = Ax firz = (y,4,...,y" T mit der Frobenius-Matrix A = .0‘ .
—ay ... Ap—1
Zusatz: Vereinfachtes Losungsverfahren fiir L(y) =0
e charakteristisches Polynom P(z) = 2" + 3" a,a” = (x — A)™ - (x — \)™

[Faktorisierung]

e Die Losung von L(y) = 0 sind genau alle Linearkombinationen der n-Faktoren
et =y, @) fir0<pu<n,—lLv=1,...,k

. o1 o4 (0 1 o a [ cos(t) sin(t)) . A
Beispiel: (i) A_< 1 0) mit e _<—sin(t) cos(t) & =Ar & z(t) = e =

(i) + ()
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(i) v" -2y —y +2y = 0,P(x) = 2> 22> —2+2 = (v — 1)(2* —x — 2) =
(x—=1)(z+1)(x —2)

Alle Losungen cie™! + coe! + cze?
(iii) y® — 2y +y=0= P(z) = (22 - 1)? = (z — 1)*(z + 1)?
Alle Losungen y(t) = cie™" + cate™ + cze! + cytel

10 Lineares Programmieren

10.1 Beispiele linearer Optimierungsprobleme und graphischer
Loésungen
Beispiel (Nr.1, Textilfabrik): Eine Textilfabrik stellt 2 Produkte her und benétigt 2

Stunden fiir eine Gro-Einheit (GE) und die Maschinen laufen 24 h/Tag. Verarbeitet
werden die Rohstoffe Wolle und Synthetik mit:

e Produkt 1: 80% Wolle, 20% Synthetik und 2000 € / Grof-Einheit

e Produkt 2: 20% Wolle, 80% Synthetik und 1000 € / GroB-Einheit

Die Maschinen konnen 24/5 Einheiten Wolle und 36/5 Einheiten Synthetik am Tag ver-
arbeiten = Maximiere den Gewinn

Das fiihrt zu folgendem linearen Optimierungsproblem [z, 25 Anzahl produzierter GE/Tag]

Maximiere G := 2000z, + 1000z, unter den Nebenbedingungen
21‘1 + 21’2 S 24
0,871 + 0,2z, < 2
0,221+ 0,8z, <%
und z; > 0,29 >0

Beispiel (2., Produktionsproblem): Produkte 1 und 2, Produktfaktoren A, B, C
1 | 2 | Kapazitdat n Stiick

[o2)

A 2 |10 60
B 6|6 60
C 1515 85

Gewinn | 45 | 30
x1 produzierte Stiickzahlen 1 x5 produzierte Stiickzahlen 2
Fiirht zu folgendem Optimierungsproblem:

Maximiere G = 45z, + 30z5 unter
21’1 + 10272 S 60

61 + 622 < 60

15%’1 + 5.732 S 85

und z1, 29 >0

Graphische Losung [Platzhalter]
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10.2 Der Begriff des linearen Optimierungsproblems

Definition 10.2.1. Es seien A € R™*" b € R™, c € R™. Dann heifst

(LP) { Mazimiere G = G(x) = 'z =Y __, x,¢, unter den Nebenbedingungen

Ar <b,x >0,z € R"

ein lineares Optimierungsproblem in Standardform (kurz: ein lineares Programm,) (oder
ein Standard-Mazimum-Problem). Man nennt G(z) = ¢'z die sogenannte Zielfunktion
und dei Menge der zulissigen Punkte 7Z = {x € R|Az < b,x > 0}, den zugeldssigen
Bereich.

Ein zulissiger Punkt * € Z mit cTa* > cTa Vo € Z heifit optimale Lésung von (LP)

Bemerkung: (i) Im allgemeinen ist n < m

(ii) Ein Standard-Minimum-Problem ist von der Form [Kostenminimierung:

Minimiere K (z) = cTx unter Az > b,x >0

(iii) Transformation auf Standardform und Schlupfvariablen [slack variables]

e Transformation von Standard-Maximum auf Standard-Minimum-Problem

¢’z — max unter Az < b,z > 0 < ¢’ — min unter Ax > l;,x > 0 mit

i=—-c,A=—Ab=—b

e Keine Vorzeichenrestriktion [oder nur einige]: x € R",x = 27 — 2~ mit
xt,xm >0
c’'r — max unter Az < b & # — max unter A7 < b,>0 mit & =
(zTx)T e R A= (Al — A),é¢ = (¢c,—c)T

e Gleichungen als Ungleichungen: Az = b < Az < b fir A = (_AA) b =
(b, —b)T € R*"

e Standardform nach Einfithrung von Schlupfvariablen:

cf'r — max unter Az < b,z > 0 < ¢’z — max unter Az +y =0b,2 > 0 und
y >0

T

Lemma. Das Standard-Mazimum-problem e’ x — max unter Ax < b und x > 0 ist

dquivalent mit dem linearen Programm Ax +y=0b und x >0,y > 0,z = (5)

Definition 10.2.2. Es seien A € R™*" b€ R™, ¢ € R™. Das lineare Programm
Mazimiere G(x) = c'x — max unter Ax+y = b und z = <§> > 0 heifit Standardform
mat Schlupfvariable y

Bemerkung: Trichotomie: Bei einem linearen Programm gemé&fl Definition 2.2. mit
zuléssigem Bereich Z = {z = (";) |Az + 0,2 > 0} konnen die folgenden 3 Fille auftre-

ten:

e Z =), d.h. es gibt keine zulissigen Punkte
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e 7 # () und sup{c’z|z € Z} = 0o, d.h. es gibt keine optimale Losung (insbesondere
ist dann Z unbeschrénkt)

e Es gibt eine optimale Losung

Bemerkung: Wir formulieren zundchst weitgehend Fakten ohne die zugrunde liegende
Theorie mit Beweisen. Dies erfolgt nach Beschreibung des Simplex-Verfahren [George
Danzig, 1947]

10.3 Das Simplex-Verfahren
Wir betrachten durchweg das Standardproblem. Gegeben A € R™*" b € R™, ¢ € R"

(LP) Maximiere G(z) := ¢’z unter Az < bund z > 0 mit zuléissigem Bereich Z := {z =
(z,y)T e R™™| Az +y =b,2z > 0}

Definition 10.3.1. Ein Punkt z € Z heif§t eine Ecke (oder Extremalpunkt) von Z, falls
z keine echte Konvexkombination 2er verschiedener Punkte von Z ist, d.h. z besitzt keine
Darstellung der folgenden Form.

z=an+(1—a)zgmit 0 <a<1,2,20 € Z, 21 # 29

Man spricht statt von Ecken auch von zulissigen Basislosungen von (LP)

Bemerkung: Wir zeigen spéter: z = (Zj) € Z ist genau dann eine Ecke von Z, falls

mindestens n Koordinaten von Z gleich 0 sind und die Spalten von (A|I) € R™™ zu
positiven Koordinaten von z linear unabhéngig. Man nennt z entartet, wenn mehr als n
Koordinaten gleich Null sind.

Mit dieser Bemerkung folgt unmittelbar die

Proposition 10.3.1. Es sei b > 0. Dann ist z = (O b)T € Z eine Ecke von Z, die
sogenannte Ausgangsecke des Simplezverfahrens.

Satz 10.3.1. Fulls Z eine Ecke besitzt und falls (LP) eine Losung besitzt, dann ist stets
eine Ecke von Z eine optimale Lisung
10.3.1 Herleitung

Grundidee des Simplexverfahrens: Ausgehend von der Ausgangsecke bestimmt man re-
kursiv ,, benachbarte Ecken’”durch Austausch eine Bassisvariablen z, > 0 durch eine
Nichbasisvariable z, = 0 so dafl die Zielfunktion G jeweils gro”er wird.

Herleitung des Austauschschritts [Pivot-Schritt] mit Ausgangsecke z = (2), dh. z =
0,y=b2>0
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1 Zq Tn
Y1 | an a1n | b1
Simplextableau | : g :
Ym | Am1 Amn bm
C1 Ce Ce Cn z
T Zq Tn
Y1 | an ain | b
Qiq
Ym | Om1 Amn bm
1 ... N -
Fallunterscheidung:

(i)

(i)

(i)

o <0V =1,....n = G) <Y cr, <0=GO)Ve >0 =z =0 ist
optimale Losung
cg>0fireinge{l,...,n}
Fir 2, = 2z, +¢,¢ > 0,7, = 2,Vv # ¢ folgt G=cTi= G+ery > G, alsoe >0
(moglichst gro)
Der neue Punkt 2 mufl zuléssig sein d.h. £ > 0 ist erfullt, falls ¢ > 0 und b; >
(AZ); = Z#q Ajuy + ajg€ = ajqe, d.h. bj > ajeVi=1,...,n
a) aj, <OVj=1,....,n=F=i(e) ist erlaubt Ve > 0 mit G = G + ¢, — o0
b) aj, > Ofiirein j € {1,...,n} man erhilt das grofite € durch e := min{%|ajq >
0}
Es folgt G = G+ 2-¢, > G, b = caiq = 0[Schlupf = 0]
Man nennt aj, das Pivotelement mit Pivotzeile j und Spalte g. Es ergibt sich
folgende ...:
Touw = 2,V # q,Y; = yiVj # 1, T = Vi, Yi = ©4. Forderung Ai+g=0
b; = EZ:1 QipTy + Y = Zu;ﬁq QinZy + aiqU; + Ty & b; = i, + Y

bi
Qiq

mit Pivotzeile a;, = ai Lo

y iy =

iq Qiq >

(J#9) 1bj=> 0 ap@ty; = 3,4 GpTy+Yj+ajT  Tq = ﬁ[bi_yi_zwﬁq @)
= Zufq ajV‘%V + g] + [b’b — Y — Zy;éq ail’] ca

Aiq

&by =30 G+,

biajq ~

o %% & o 4 Giv@a\, ;
= b, s Gy = gy - Vj#i,v#q
und Pivotspalte = a,, = 24
39 T a
o~ Cq;
entsprechend 2. setzen wir ¢, = ¢, — ZT;”VV =1,....,n#q

p— Cq LS . .
Cq = =g SOWie Z = Zegn, (geméaf obiger Rechnung)

Aiq
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10.3.2 Die Zweiphasenmethode fiir beliebige, lineare Programme

1. Phase: Berechnung einer Ausgangsecke
2. Phase: Simplexverfahren geméf 10.3.2 ab 2. (Demo an einem Beispiel (Folie))

10.4 Konvexita”t

Definition 10.4.1. Eine Menge M C R™ heifit konvex, falls gilt
Zizs = {az + (1 — a)z|a € [0,1]}

Beispiele: Es sei B = (by,...,b,) € R™™ heR™
(i) M :={z € R*"|Bz =z und =z > 0} C R" ist konvex, weil fiir 21,2, € M, € [0, 1]

gilt azi+(1—a)zy > 0und B(az;+(1—a)z) = aBzi+(1—a)Bzy = ab+(1—a)b =
b

(ii) [Platzhalter]

Proposition 10.4.1. Eine Menge M C R™ ist genau dann konvex, falls gilt M =
conv(M), wobei conv(M), die sogenannten konvexe Hiille von M, definiert ist durch
conv(M) = { Konvexkombinationen von Punkten aus M} = {3>*_ a,z,|k € N, o, >

07 Zf:l Qy = 1}
Beweis. Es gilt M C conv(M) [fir k = 0]
(i) conv(M) =M = M ist konvex [fiir k = 0]

(ii) Sei M konvex = z.Z. conv(M) C M
kE = 1: klar
k— k+1Esselen z1,...,2,41 € My, >0,> 0 o, =1, 0.B.ld A g < 1
SOk @ 5, € M nach Induktions-Hypothese = Y27 2, = (1—ayy) 2F v

v=1 1—an+1

agr12k+1 € M (Definition 4.1, M konvex).

O
Bemerkung: () ist konvex und conv () = ()

Definition 10.4.2. Fine Funktion f := M — R heifst konvexr auf M, falls M C R"
konvex ist und falls f(azy + (1 — @)xg) < af(z1) + (1 — a)f(xe) V20 € M

Satz 10.4.1 (Globale Minima). Es sei f : M — R™ konvex auf M und z € M sei ein
lokales Minimum auf f(M). Dann ist z globales Minimum auf M

Beweis. 77 f(z) < f(z) Vx € M. Dazuseiz € M

flar — (1 —a)z) < af(z)+ (1 —a)f(z) und 30 < £1 mit

flar+ (1 —a)z) = f(z+alzr—2)) > f(x)V0<a<e

= [(z) = af(x) + (1 —a)f(z) & af(z) af(z) & f(2) < f(z) O
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Definition 10.4.3. FEs sei M C R"™. Ein Punkt z € M heifit eine Ecke (oder Extremal-
punkt) von M, falls z keine echte Konvezrkombination 2er verschiedener Punkte von M
ist, d.h. z besitzt keine Darstellung der folgenden Form.

Satz 10.4.2 (Extrema in Ecken). Es sei M C R™ nicht leer, kompakt und konver,
sowie ¢ € R™, f(x) = cl'x fiir x € M. Dann gibt es eine Eicke z € M von M mit

f(Z) = mianM f(.%‘)

Beweis. M # () und kompakt und f ist stetig auf M = [Analysis: Weierstra}] 3z Im M
mit f(z) = mingep f(x) und ||2]|2 = max{||z|||x € M und f(z) = min,ep f(x)}.

Wir zeigen: z ist eine Ecke von M. Dazu seien 21,20 € M,0 < o < 1 mit z = azy + (1 —
a)zs.

Zu zeigen: z; = z5(=
f(z) = floz + (1
f(z1) = f(z2) = f(z
f(Bz1+ (1= P)z)
29+ B(21 — 22)
Nach der Konstruktion von z folgt ||z]|2 = ||z(@)||3 > [|2(8)||3 = ||22/5 + B8°]|z1 — 22||3 +
2823 (21 — 29) VB € [0, 1]

o € (0,1) = (Notw. Bed. £. Max) 0> ()" [12()]

z). Nun gilt
a)zz) = af(z1) + (1 = a)f() > min{f(x), f(2)} > f(z) =

Bf(z1) + (L= B)f(22) = f(2)VB € [0,1],2(8) = Bz1 + (1 — B)z2 =

~— |

=2z1 —»|*=>2n=2 O
L=«

Korollar 10.4.1. Jede nicht-leere kompakte und konvexe Teilmenge des R™ besitzt min-
destens eine Ecke

Satz 10.4.3 (Trennungssatz). Es sei M C R™ nicht leer, konvexr und abgeschlossen
sowie b € R mit b ¢ M. Dann gibt es y € R*\ {0} und v > 0 mit y*z > v+ yTb > yTb
fir alle x € M [,Es gibt eine trennende Hyperebene”]

Beweis. Es sei zunédchst b = 0 ¢ M. Weiter sei r > 0 mit K := {z € R"|||z|| < r} =
K # (), kompakt und konvex = (Weierstr.) Jy € K N M # 0 mit ||y||2 = min O
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