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1 Vektorraume

1.1 Gruppen und Korper

Definition 1.1.1 (Gruppe). Eine nichtleere Menge G mit einer sogenannten inneren
Verkniipfung o (d.h. eine Abbildung GXG — G) heifst Gruppe, falls die folgenden FEi-
genschaften (= Gruppenaziome) gelten:

(G 1)]
(i) (aob)oc=ao(boc) fir alle a,b,c € G
Es gibt (mindestens) ein Element e € G (rechtsneutrales Element) so daf§ gilt:

(i) aoe=a fir allea € G

(iii) fir alle a € G gibt es mindestens ein Element o' € G mit der Eigenschaft aca’ = e

Die Gruppe G heisst abelsch falls zusdtzlich gilt:

(iv) aob=boa fir alle a € G (Kommutativgesetz)

Bemerkung: Fiir eine innere Verknipfung gilt gemdfs Definition 1.1.1: aob € G (Ab-
geschlossenheit)

Beispiel:

(i) G =7\ {0} mit o = - ist keine Gruppe. Beweis: Falls a-e = a fir alle a € 7\ {0}
so folgt e = 1 und fiir 2 € Z gibt es kein a’ € Z mit 2a' =1

Satz 1.1.1. Es sei G eine Gruppe, e € G gemdf$ Def. 1.1.1. Dann gilt
(i) da=e Va,a' € G mitad =e (d.h. a ist auch ein linksinversives Element)
(i) ea =a Ya € G (d.h. e ist auch ein linksneutrales Element)

(iii) Es gibt genau ein neutrales Element in G

(iv) Fiir allea € G gibt es genau ein Element a’ € G mit aa’ = e, das mit a™! bezeichnet
wird.

(v) (a)t=a Vaed

(vi) (ab)™' =b"ta™! Va,be G

(vit) Fiir alle a,b,c € G gelten die Implikationen ab = ac = b = c und ba = ca = b = c
Beweis.

(i) Es seien aa’ = e (a,d’ € Q)
G3 )
(:>) Jdd” € G mit da’ = e = e = dd”

(a'a)(d'a”) = (da)e =d'a=e

(GZQ) (a,e)a,, Annéhme (a,<aa/))a// (:



(ii) Es sei a € G = 3d’ mit ad’ = e = ea = (ad')a = ae

(iii) Es sei € € G mit aé = aVa,e € G Zu zeigen ist € = e
e=eec=c¢e

(iv) Es sei @ € G und o', @ mit aa’ = e und aa = e Zu zeigen o’ = a
a =de=d(aa) = (da)a=ea=a

(v) Esseiae G=aa!=e=ala=e=a=(a")!

(vi) Es seien a,b € G: (ab)(b™'a ') = a(bb™Ha™! = (ae)a™ =aa P =e
= b la™! = (ab)™!

(vii) Es seien a,b,c € G mit ab = ac = b = eb = (a'a)b = a *(ab) Annghme a!(ac)

(ala)c=c=b=c

-1 Annéhme (C ) 1

(viii) Nun gelte ba = ca = b = be = blaa™') = (ba)a a)a~t = claa™) =

c=b=c

Bemerkung: Fir + (,additive Gruppe®) gilt also: —(—a) = a, —(a+b) = (=b) + (—a)

Satz 1.1.2. FEine nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung o ist genau dann eine
Gruppe, wenn (G1) gilt. Und fiir je zwei Elemente a,b € G
(*>{ dJre G:aox=bund
JyeG:yoa=>
Dann sind x und y eindeutig bestimmt und gegeben durch x =a *ob und y =boa™!

Beweis.

(i) Es sei G eine Gruppe = Es gilt (G1) geméf Definition 1.1.1. Nun seien a,b € G
Setzen r :=a 'obe Gundy:=b"'oa € G = aox=ao(a'ob) = (a"'oa)ob=
ecob=b.yoa=(boa')oa=bo(atoa)=boe=0>b= Esgilt (x)

(ii) Nun gelte (G1) und (x) = (G1) gilt und es sei b € G weil G # () = Iz =: e mit
boe=>bEsseia € G=JyeGEmityob=a=a=yob=yo(boe) =
(yob)oe=ae=a=ae VYaeG Esgilt (G2).
und es gilt auch (G3) weil a o a’ = e fiir alle a € G eine Losung besitzt = G ist
eine Gruppe

x und y sind eindeutig geméaf Satz 1.1.1 (vii) (b=aoZ =aox = T = x) O

Definition 1.1.2. Eine Menge K mit mindestens 2 Elementen und mit zwei inneren
Verkniipfungen + und - genannt Addition und Multiplikation (also (a,b) — a + b €
K und (a,b) — a-b € K) heifst Korper, wenn die folgenden FEigenschaften, genannt
Korperaziome gelten:



(Al) (a+b)+c=a+(b+c) Va,bce K

Es gibt ein Element 0 € K, das Nullelement, so dass gilt:

A2) a+0=a VYae K

A4

(A2)
(A3) fir alle a € K gibt es ein negatives Element —a € K mit a + (—a) =0
(Ad) a+b=b+a abeK

)

(M1) (ab)e = a(bc) VYa,b,ce K

Es gibt ein Element 1 € K, das Einselement, so dass gilt:

(M2) a-1=a VaeK

)
(M3) fiir alle @ € K mit a # 0 gibt es ein inverses Element ¢! € K mit aa™! =1
(M4) ab=ba a,be K
(D) a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c) Va,b,ce K

Bemerkung:

(i) Gemdfy Def 1.1.1 und 1.1.2 sind also K mit + und K\ {0} mit - abelsche Gruppen,
und damit gelten die Sitze 1.1.1 und 1.1.2 insbesondere®: —(—a) = a, (—a) +
(=b) = —(a+0b) und (a")'=a, (ab) ™ =a"'b"' Va,be K\ {0}

(ii) Weitere Konsequenzen der Kéorperaxiome sind die tiblichen Bruchrechenregeln und
Potenzregeln (Vergleiche Analysis 1)

(iii) Schreibweise und Konventionen:
ab + cd := (ab) + (cd)

e a—b:=a+(-b)
ea:b=2%:=ab"" fallsb#0
ea+b+c:=(a+b)+c

e abc := (ab)c

Beispiele und Bezeichnungen: R (reelle Zahlen), Q (rationale Zahlen) sind Korper
(siehe Analysis 1), natirliche Zahlen N := {1,2,3,...}, Ny = NU {0}, Z ganze Zahlen



1.2 Die Komplexen Zahlen C

Motivation: Die Gleichung x2+1 = 0 besitzt keine reele Lésung x € R, weil 22+1 < 1> 0

Man fiihrt die sogenannte imaginire Einheit i ein mit i2 = —1 und betrachtet alle Zahlen
der Form a + bi mit a,b € R und deren Darstellung in der sogenannten Gaufischen
Zahlenebene, genauer: [Skizze]

Definition 1.2.1. Der Kérper C der komplexen Zahlen enthdlt R, und ein Element
1€ C, so dafs gilt:

(1) i = —1 und

(1)) z € C < es gibt eindeutig bestimmte reelle Zahlen a,b mit z = a + bi, also
C = {a + bila,b € R}

Beispiele und Bezeichnungen: Fir z = a + bi € C mit a,b € R heifit a = Rz der
Realteil und b = Sz der Imagindrteil von z und zZ := a — bi die zu z konjugiert komplexe
Zahl sowie |z| == v/a? + b? der Betrag von z

Aus den Korperaxiomen ergeben sich die folgende Rechenregeln: Fir z = a + bi, w =
a+ fFie Cmit a,b,a,3,€ R

(i) z2w=(ata)+ (b P)i

(i) z-w = (aa — bB) + (af + bav)i

(i) 2 = 2552 + %790, falls w £ 0

z+w=z4+w

Beweis.
(i) (a+bi)+ (a+ Fi) = (a+ a) + (b+ P)i
(i) (a+bi)- (a+ pi) = (aa — bB) + (af + ba)i

(i) (g = ot ol — aaty 4 e falls (a4 Bi) # 0

(iv) (a+bi) + (a+pi)=(a+a)+ (b+P)i=(a+a)— (b+ )i = (a+ bi) + (a + Fi)

(v) (a+bi) - (a+ pi) = (aa —bB) + (af + ba)i = (ac — bB) — (af + ba)i = (ac —
(=0)(=8)) + (a(=B) + (=b)a)i = (a + bi) - (o + Bi)




(vi) |2]? = 22

(vii) [(a+ bi)(a+ Bi)| = [(a + bi)| - [(o + 5i)]

Beispiele: (3+1)(2—i) =T7—1, 25 = 35 — 350, [3+4i[ =5

1.3 Der Begriff des Vektorraumes

Definition 1.3.1. Es sei K ein Koérper. Fin Vektorraum iiber K ist eine nichtleere
Menge mit einer inneren Verkniipfung + und einer skalaren Multiplikation (d.h. einer

Abbildung K xV —V, (a,a) — aa € VNVa € K,a € V), so daf$ folgende Eigenschaften,
die sogenannten Vektorraumaxiome gelten.

(A1) (a+b)+c=a+(b+c) Va,bceV

Es gibt ein Element 0 € V', der Nullvektor, so dass gilt:
(A2) a+0=a Vae K
(A3) fir alle a € V' gibt es einen negativen Vektor —a € V- mit a + (—a) =0
(A4) a+b=b+a abeV
(M1) (af)a = a(fa) Va,B € K,aeV

(M2) 1-a=a VYaeV
(D1) a(a+b) = (aa) + (ab) Va € K,a,beV
(D2) (a+f)a=aa+ fa Vo, € K,a€eV

Bemerkungen und Bezeichnungen: (i) (A1) bis (A4) besagen V mit 4 “ ist eine
abelsche Gruppe

(ii) Elemente a,b,c,x, ... € V nennen wir Vektoren und die Elemente o, 3,7,¢ € K
nennen wir Zahlen oder Skalare

(11i) Man nennt einen Vektorraum tber K auch einen K-Vektorraum oder einfach einen
linearen Raum. In der ,Regel” ist K =R oder K =C

Aus Sétzen 1.1.1 und 1.1.2 folgt:
Proposition 1.3.1. Es sei V' ein Vektorraum tiber K, dann gilt:

(i) Es gibt genau einen Nullvektor 0 € V' mit (A2)



(i1) Fir alle a € V gibt es genau einen negativen Vektor —a € V mit a + (—a) =0
(iii) —(—a) =a, —(a+b) = (—a) + (=b) Va,beV

(iv) Fiir alle a und b aus V' gibt es immer genau ein x € V. mit a + x = b und zwar
r=b+ (—a)

Proposition 1.3.2. Es ser V' ein Vektorrraum iiber K. Dann gilt:
(i) Fira € K und a € V gilt: aa = 0 genau dann wenn o = 0 oder a = 0 gilt.
(ii) (—l)a=—a VaeV

Beweis.

(i) Es sei a € V = 0a = 0a + (0a — (0a)) = (0a + 0a) — (0a) = (0 + 0)a — (0a) =
O0a — (0a) = 0 Esseia € K = a0 = a0 + (a0 — (a0)) = (a0 + a0) — (a0) =
a(0+0) —(a0) =a0 — (a0) =0

Nun sei @ € K,a € V mit aa =0 und essei 0.B.dA. a#0=a=1la= (L -a)a=
L(aa) Annahme 10 ML = Es gilt (i)

o

(ii) a+(—1)a:1a+(—1)a:(1—1)a:Oa@O:>—1~a:—a

]
Beispiele:
(i) Ebene V =R?:= {(i) |z, y € R} ist ein Vektorraum tber R

T

(ii) Allgemeine V. = K" := @, € R dst ein Vektorraum diber R,
T

x (1 T1+ x azy
wobein € N, K Korper | + |+ | | = : ,al | = : [Rest

ist klar/

(iii) FunktionenraumV = {f|f: M — K} ist ein Vektorraum iber K, wobei M # (), K

Krper. (f +g)(t) = /(1) + g(t), (af)(t) = af(t) Vte M
Beachte K™ = {f:{1,2,....,n} — K}

Definition 1.3.2. FEs sei V' ein Vektorraum dber K. Fine Teilmenge U C V  heifst
Unterraum von' V' (auch ein Teilraum von V'), falls gilt: (i) U # 0, (ii) a+b € UVa,b € U,
(iii) aa € UVa € Uya € K



Bemerkung: (i) und (iii) < aa+ b e U Va,be U a,B,€ K

Beispiele:

(i) U= {(Z) ER|lz+y= 0} ist ein Unterraum des R

(ii) U = {(Z) e R|z? +y? = 1} ist kein Unterraum des R

(iii) Alle Unterriume des R* sind R?, {(8) }, Geraden durch den Nullpunkt
0

(iv) Alle Unterriume des R?® sind R?, 0 , Geraden durch den Nullpunkt, Ebenen
0

durch den Nullpunkt

Bemerkung: Die Vereinigung Uy U Uy zweier Unterrdume eines Vektorraums V' iiber
K st im Allgemeinen kein Vektorraum.

Proposition 1.3.3. Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:

(i) U =V und U = {0} sind Unterrdume von V, die sogenannten trivialen Un-
terrdume von V/

(i) 0 € UV Unterriume U von K

(11i) Eine Teilmenge U C V ist genau dann ein Unterraum von V', falls U mit der in V
erklarten Addition und skalaren Multiplikation selbst wieder ein Vektorraum tiber
K ust.

Beweis.
(i) trivial
(ii) U sei ein Unterraum von V = U # () geméB Definition 1.3.2 (i) d.h. 3a € U =
Oa € U und 0a = 0 nach Proposition 1.3.2 = Es gilt (ii) 0 € K
Def.1.3.2

(iii) Es sei U selbst ein Vektorraum iiber K = ="" U ist ein Unterraum von V', weil
U#QPunda+beUVa,beU,aac UVa e K,a eV

Nun sei U C V ein Unterraum von V = U # (), + ist eine innere Verkniipfung
(Def. 1.3.2 (ii)) und ist eine skalare Multiplikation in U Def. 3.2 (iii). Auerdem
gelten die Vektorraumaxiome.

(A1) gilt erst Recht auf einer Teilmenge
(A3) aeV = (—a) "2 ((1)aecU = A3



(Rest) analog zu (A1)
0

Proposition 1.3.4. Es sei V' ein Vektorraum iiber K und Uy und Uy seien Unterrdume
von K. Dann sind der Durchschnitt Uy NUsy und die Summe Uy + Uy := {uy +us|u; € Uy
und ug € Uy} auch wieder ein Unterraum von V

Zusatz: Uy NUy C Uy + Us
Beweis.

(i) UyNU, CV # 0, weil 0 € Uy NU, gemiB Proposition 1.3.3 (ii). Seien a, b € Uy NUs,
a€ K=a+0becU,Us,, aa € Uy und aa € Uy = U; N U, ist ein Unterraum von
v

(11) 0:0+0€U1+U27é®, Seien al,bl EUl,CZQ,bQ € Ug;a:a1+a2 €U1+U2,b:
b1+bz S U1+U2,0é eK=a+tb= (a1+b1>+(a2+bz> S U1+U2,aa = a(a1+a1) =
(aay) + (aaz) € Uy + Uy

Zusatz: a € Up,0 e Uy = a=a+0=ac U +U,=U, CU +U, = U NU;, C
Ui+ U, ]

Definition 1.3.3. Es sei V' ein Vektorraum iiber K

(i) Ein Vektor x € V' heifit Linearkombination von Vektorraum ay,aq, ... ,a, € V falls
i, Qo,. .., o, € K existieren mit x = Z?:l a;a; man sagt auch x ldsst sich linear
kombinieren.

(ii) Fiir eine Teilmenge T C V,T # 0 heifit die Menge (T) = LinT := {z € V|z ldsst
sich aus Vektoren von K linear kombinieren } die lineare Hiille von T', oder der
von T aufgespannte Raum. Wir bilden Lin () := {0}

(#1i) Fiir einen Unterraum U von V' heiffen aq,as, . .., a, € U ein (endliches) erzeugen-
des System von U, falls gilt {ay,...,a,) =U

Proposition 1.3.5. Es seien V' ein Vektorraum tber K und T C V. Dann gilt Lin T
st ein Unterraum von V' und zwar der kleinste Unterraum die die Menge T enhilt.

Beweis. 0 € LinT, also LinT # (). Nun selen z = ) '_ oy, und y = Y B,b, € (T)
(d.h. ay,...,an,b1,...,0p, € T und o,,3, € KVv) und « € K — x4+ y € LinT,
ar = Y _(aa,)a, € LinT — LinT ist ein Unterraum von V mit 7" C Lin T, weil
a = la(Linearkombination) € LinTVa € T

Nun sei U C V ein Unterraum von V mit 7' C U. Dann ist z.Z LinT C U Dazu sei x €

) ) Vollstandige Indukti hneN
LinT,dh. z=3"_ oa mita,...,a, €T 0nq,...,0,, € K ofstandige ncugtion nach n €
zelU

n=1: z=aamita e Koy eT CU=z=aja1 €U

X n+1 n Uist UR
n—n+l: x= ZV:O Qay = (Zy:() aya,) + (Qny10n11) = €U L
€Unach Ind. Vorr. eU



Bemerkung: Ein Vektorraum ist gerade diejenige Struktur, in der man Linearekombi-
nationen bilden kann und mit thnen ,wie tiblich“ rechnen kann.

1.4 Lineare Unabhangigkeit, Basis und Dimension

Bemerkung: Fine ,Menge“, in der Elemente mehrfach auftreten kénnen, nennt man
Familie, genauer:

Definition 1.4.1. Unter einer Familie T' aus einer Menge X wverstehen wir eine Ab-
bildung ¢ : I — X mit der Indexmenge I, und einer Restriktion ¢|; von ¢ auf J C I
nennt man eine Teilfamilie von T. Fiir I = () sprechen wir von der leeren Familie.

Bemerkung: ay,...,a, € X ist eine Familie T aus X, namlich I = {1,...,n},¢(v) =
a, firv=1,...,n wir schreiben T'= (ay,...,a,)Va, € T firv =1,...,n Zum Beispiel
ist {a1, a5, a7} eine Teilfamilie von {ay,...,as}, I ={1,...,8},J={1,5,7y C I

Definition 1.4.2. Es sei V' ein Vektorraum iiber K.

(i) Vektorenay,...,a, € V heiffen linear unabhéngig (Lu.), falls gilt: Sind vy, . .., o, €
K mit Y a,a, = 0, so folgt stets o, = OVv = 1,...,n. Die Vektoren heiflen
linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhdngig sind.

(i) Fine Familie T aus V' heifit linear unabhdngig falls jede endliche Teilfamilie gemdf
(i) linear unabhdngig ist, und andernfalls heif$t sie l.a. Die leere Familie heift l.u.

Bemerkung: Vektoren aq,...,a, € V sind linear abhingig < FEs gibt oy, ..., ap, € K
und k € {1,...,n} mit oy # 0 und Y _,a,a, = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Linearkombination von ay, ..., oy, die ,verschwindet (zum Nullvektor wird)
Beispiele:

(i) cn = (;) , Qg = (_11> € R? = V sind l.u. Beweis: Fs seien oy, ay € R mit

0
0
O0=>a;=0unday =20

(i) ay = G) L4y = <Z> sind La., weil 2 (;) = (i) = (8)

0

a1a1 + agay =0 = )<:>a1+a2:0und2a1—a2:0:>a2:2a1:>3a1:

(iii) V = K™ Die kanonischen Finheitsvektoren e, = L sind linear un-
v.te Koordinate

aq
abhingig, weil 0 =" _oe, =] ¢ | =a, =0Vw=1,....n

On
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Proposition 1.4.1. Es ser V' ein Vektorraum iber K, aq,...,a, € V. T sei etne Familie
aus V. Dann gilt:

(i) ai,...,a, sind linear abhingig < Finer der Vektoren ist eine LK der anderen,
d.h.3kel,....nund o, € K mit aj, = ZZ:LV#,C a,a,.

(i1) a ist l.u. < a #0
(1it) ay,...,a, sind l.u = a, # a,Vu # v, d.h. a, sind paarweise verschieden.
(iv) T ist linear unabhingig = Jede Teilfamilie von T ist l.u.

(v) T ist Lu. < Jeder Vektor b € LinT besitzt eine eindeutige Darstellung als Line-
arkombination von Vektoren aus T

Beweis.

(i) ai,...,apsindla. = 3oy, ...,a, € K,k e {l,...,n} mitay #0und > _ a,a, =

[0

0= a; = 25:1,u¢k_$aw Nun sei ap, = >0, 0, =0= 7 aa =0
mit o, = —1#0
(i) a#0,0a=0 = «a=0=aistlu. Nunseia=0=1-a=0mitl1#0=a

Prop. 1.3.2
ist l.a.

(iii) Es sei a, = a, mit p # v = > _ a,a, =0 fir o, = 0V ¢ {p, v} und o, =
lL,a, =—1=ai,...,a, sind lLa.

(iv) folgt direkt aus Definition 1.4.2

(v) T'seilu.und esseib=>" B,b, = b, mit by,...,b, € T und 3,7, €
K=0=b-b=>"(8,—%)b b,....bpsindlu. =3, =vWw=1,...,n
d.h. die Darstellung ist eindeutig.

T seila. = 3y,...,0, €T, 01,..., 0, mit B #0und D", B,b, => ", 0b, =
Der Nullvektor hat keine eindeutige Darstellung
m

Bemerkung: ay,...,a, sind Lu. und Y oa, =0=>"_ Fa, = a = B,V =
1,....n
= Koeflizientenvergleich ist erlaubt!

Definition 1.4.3. FEs sei V' ein Vektorraum tiber K. Fine Familie T aus U heifst eine
Basis von V', falls qilt: LinT =V und T ist L.u.

Beispiele:

(i) O ist Basis des Nullraums {0}, weil Lin() = {0} und O per Definition Lu. ist

11



(ii)) T = (e1,...,e,) ist eine Basis des K™, die sogenannte kanonische Basis, weil T
&3]
istlu.unda= | : | =3 a.e, € LinTVa e K"

Qn

Proposition 1.4.2. Es sei V' ein Vektorraum iiber K und T sei eine Familie aus V.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) T ist eine Basis von V'

(ii) Jeder Vektor a € V besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von
Vektoren aus T', d.h. es gibt ay,...,a, € T und eindeutige Zahlen o, ...,a, € K
mit ¢ = 22:1 Q,a,, man nennt aq, ..., o, € K die Koordinaten von a bzgl. T

(ii) LinT =V und Lin(T'\ {a}) #V VaeT
(iv) T ist linear unabhéngig und 7°U {a} ist La. Va € V' \ T' (unverlidngerbar)

Beweis.
(ii) (i) < (ii) geméB Definition 4.3 und Proposition 4.1 (v)

(iii) (i) = (iii): Es gelte (i) = LinT =V, und es sei a € T = a ¢ Lin(T" \ {a}) gemif
Proposition 1.4.1 (i), weil T Lu. ist = Lin(T" \ {a}) # V = es gilt (iii)

(iii) = (i): Es gelte (i) nicht = LinT # V oder T ist La. Es sei also 0.B.d.A. T
ist La. = da €T mitae€ Lin(T\ {a}) = a € Lin(T\ {a}) = Lin(T \ {a}) =

Prop 4.1

LinT =V = Es gilt (iii) nicht. [Platzhalter]

n

(iv) (i) = (iv): Es gelte (i) = T ist Lu,, und esseia € V\T = a = _, aya, mit
ai,...,a, € T, weil LinT =V (gemaf (i)) = T U {a} ist l.a. gemdfBl Proposition
1.4.1. (i) = (iv)

(iv) = (i): Es gelte (i) nicht = T ist l.a. oder LinT # V. Es sei also 0.B.d.A.
LinT #V = 3a € V\T mit a ¢ LinT = T U {a} ist linear unabhéngig = (iv)
gilt nicht.

]

Satz 1.4.1 (Basisauswahlsatz). Es sei V' ein Vektorraum iber K und T = (aq,. .., ay)
eine Familie aus V mit LinT =V, d.h. T ist ein endliches erzeugendes System von V.
Dann gibt es eine Teilfamilie T von T, die eine Basis von V ist.

Sprechweise: Ein Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem heifit endlich er-
zeugt
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Beweis. Es sei V # {0}, sonst ist () Basis von {0} mit () C T". Definiere m := min{k €
N[FkVektoren aus T', die V' aufspannen } = 1 < m < n, weil LinT = V und es gibt
m Vektoren a,,,...,a,, € T mit Lin{a,,,...,a,, } =V =T=A{a,,,...,a,,} CT ist

Basis von V geméfl Proposition 4.2 (iii) O
Lemma (Austauschlemma). Es sei V' ein Vektorraum iber K und T = (ay,...,a,)
sei eine Basis von V,a = Y0 aya, € ViE € {1,...,n} mit ax # 0 Dann ist auch
T = (ay,...,a5_1,a,0k41,...,a,) eine Basis von V

Beweis. Z.z. (i) T ist Lu. und (i) LinT =V
(i) Dazu sei 0 = S2"_1 Ba, + Ba (0.B.AA k=n) = 0=3""16a, +B3"_ aa, =
Zz;ll (B, + Bay)a, + Baga,(Der Nullvektor ist nun dargestellt als LK von den Vekto-

ren aj, . .., dy,) aé}u'ﬂan:Oundﬁ,,—i—a,,ﬁzoanzfoﬂ:Oundﬁy:O Vv=1,...,n—1

(i) Dann sei b € V = b € LinT =V = b = >" Ba, = b= 3" ba, +
By, (ia - Zg;i Z_Za’/) = b= ZZ: (@, — ng‘-:) a, + 5—2(1 [LK aus (ai,...,a,_1,a) |
€ LinT O
Satz 1.4.2 (Austauschsatz von Steinitz). Es sei V' ein Vektorraum tber K, T =
(ay,...,a,) eine Basis von V, und by, ..., b, € V linear unabhingig. Dann ist m < n

und es gibt Vektoren a,,, ..., a,, €T, so daf sich nach Austausch von a,,, ..., a,, gegen
bi, ..., by, wieder eine Basis von V ergibt.

Beweis. Induktion nach m € M

i) m=1:n>1lund b =5, _ a,a, €V =LnT, weil T Basis ist, b, ist linear
unabhéngig = b # 0 = 3k € {1,...,n} mit ap # 0,b; kann gegen a,, = a;
ausgetauscht werden geméfl dem Austauschlemma.

. . Prop, 4.1 .
(i) m — m + 1: by,... byyy seien Lu. =" by, ... by, sind Lu. Id:I>{ m < n
nd. Hyp.
und bq,...,b, konnen gegen gewisse m Vektoren ausgetauscht werden. Es sei
also {b1,...,bm,@mi1,-..,a,} eine Basis von V (nach Umnummerierung). Nun

ist by = Doy Boby + 30 i1 Bvay € V= Lin{by, ..., by, Gmy1, ..., Gy}, und
b1 & Lin{by,... by}, weil by,....bpe1 Lu. sind = m+ 1 < n und Jk €
{m+1,...,n} mit By # 0 = by kann gegen a,, ., = a; ausgetauscht wer-
den gemafl dem Austauschlemma

]

Korollar 1.4.1. Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum diber K. Dann ist jede Basis
von V' endlich und alle Basen von V' haben die gleiche Anzahl von Vektoren.

Definition 1.4.4. Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Dann heifit

n, falls Veine Basis von v € NVektoren besitzt

dimV = dim; V = { 00, falls Vnicht endlich erzeugt ist

eine Dimension von V iiber K

13



Aus Proposition 1.4.2 und Definition 1.4.4 folgt:

Korollar 1.4.2. dimV = Anzahl der Basisvektoren = Minimalanzahl der Vektoren, die
den Raum aufspannen = Maximalanzahl von Vektoren aus V', die l.u. sind.

Beispiele:
(i) dim{0} = 0, weil O eine Basis des Nullraums ist.
(i) dim K™ = n [K ist ein Korper/, weil (e, ..., e,) eine Basis des K™ ist

(i) V.= {f|f : R — R},dimV = oo. Beweis: Betrachte folgende Familie T =
. 1 fallsx=k . 0 D B
(e1,...) CV, wobeie(x) := 0 falls = £ Diese Familie ist L.u., weil Y ) _, ae,(x) =

0 VeeR=VkeNgiltd _ ae(k)=a,=0= Behauptung, weil T lu. ist

und unendlich viele Vektoren enthdlt.

Satz 1.4.3 (Basisergénzungssatz). Es sei V' ein Vektorraum dber K, und T sei eine
linear unabhéngige Familie aus V. Dann gibt es eine Basis B von V', die T' enthdlt, d.h.
TchB

Beweis. Fiir den Fall, dass V' endlich erzeugt ist, d.h. dim V' < oo, und nur der Fall wird

in dieser Vorlesung bendtigt.
Basisauswahlsatz

Es sei Lin(ay,...,a,) =V = 3 Basis B von V mit B C (a4, ...,a,) und T ist

Lu. %242 3 Basis von V mit T C B O

Korollar 1.4.3. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis (Erginze T = () mit dem Basi-
serginzungssatz (1.4.3))

Proposition 1.4.3. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit n = dimV < co. Dann gilt:

(i) Eine linear unabhingige Familie aus V' ist genau dann eine Basis wenn sie aus n
Vektoren besteht.

(i1) Fiir jeden Unterraum U von V gilt, dimU < n = dim'V' mit = genau dann wenn
U=V

Beweis.

(i) T Basis PertAd 144 1 it 1w, und besteht aus n Vektoren

T ist l.u. bestehend aus n Vektoren Kor':;'4'2 T ist Basis.

(ii) Essei U ein Unterraum von V = U C V = dimU < dim V' mit ,=* < U = Lin{
Basis aus n Vektoren } =V

]
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Satz 1.4.4 (Dimensionsformel fiir Unterrdume). Es sei V' ein Vektorraum diber K, und
Uy, Uy seien Unterrdume von V' mit endlichen Dimensionen. Dann gilt dim(U; + Us) =
dim U1 —+ dim U2 — dlIIl(Ul N UQ)

Beweis. Nun gilt nach Vorraussetzung | := dimU;,m = dimUs, k := dim(U; N Uy)
wobei [,m < oo und aus Proposition 1.4.3 folgt £ <[,k
dim (U, +Us) = l+m—k. Wir konstruieren eine Basis B von U;+U, mit [+m—k Vektoren

Es sei {ay,...,a;} eine Basis von U; N Uy gemifl Korollar 1.4.3. Nun gilt U; N U, C

Basisergidnzungssatz
Uy, Us = JBasen {ai,...,ax, bxi1,..., 0y von Uy und {aq, ..., ak, Cri1,- -, Cm}
von U,. Dann besteht B = {ay, ..., ak, bgs1, ..., b1, Cry1,y - - ., €} aus m+ 1 — k Vektoren.

Wir zeigen B ist eine Basis von U; + Us

(i) Lin B = Uy + Uy: Dazu sei uy € Up,ug € Ugyx = uy +uy € Uy +Us = uy =
k I koo~ m k
D1 Cwly + 3y Bbue = 30 day + 3 e = = 3 (o +
&V)al/ + Zf/:k+1 ﬁubu + ZT:]CJFI YC, = T € Lin B

(ii) B ist linear unabhéngig: Dazu sei a := Zﬁ:l aya, € Uy NUy b = Zizkﬂ B,b, €
Uy, c = ZT:,{H% eUymta+b+c=0=c=-a—-b=celU; =cé¢€
UiNls = ¢ = Zﬁ:l Q= _Zz’i:l QpQy — Zly:k-u Bub, Koeff.:;/ergl. 6, =0=
Zﬁ:l Ay Qy + ZZL:]CJrl Yo = O = Q,, = 61/ = 0 = B ISt l.U..

]

Proposition 1.4.4. Zu jedem Unterraum Uy eines endlich-dimensionalen Vektorraums
V diber K gibt es einen sogenannten Komplementunterraum Us, d.h. Us ist auch ein
Unterraum von V- -mit (i) Uy + Uy =V (it) Uy N Uy = {0}, d.h. V =U; & U,

Beweis. Essei{ay,...,a;} eine Basis von U; geméf Korollar 1.4.2 3 Basis {aq, . . ., ax, agy1, - - -

von V mit n =dimV < oo.
Setze Uy = Lin{ay1, . . ., a,} ist ein Unterraum von V mit Lin(U;4+Us) = Lin(ay, . .., a,) =
V und U; N U, = {0}, weil a4, ..., a, Lu. sind O

Definition 1.4.5. Die Summe Uy + Us von Unterrdumen eines Vektorraums V' heifSt
direkt, falls Uy N Uy = {0} Schreibweise Uy & Us

Bemerkung: U, @ Uy & dim(U; + Uy) = dim Uy + dimU, < Vo € Uy + Uy ist die
Darstellung x = uy + ug mit uy; € Uy, us € Uy eindeutig

2 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

2.1 Matrixmultiplikation und Matrixalgebra

Definition 2.1.1. Es seien m,n € N und K ein Kérper
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(i) Ein rechteckiges Zahlenschema bestehend aus m Zeilen und n Spalten mit Ma-
trizelementen a,, € K heifit eine Matriz A vom Typ m x n, kurz m x n-Matrix
A e K™*". Wir schreiben:

@11 a2 ... Qip al
Q21 A22 Q2n, a?
A= (aw/) = . = (0,1 a2 an) =
A1 Ama -+ Qmn, a™
aly
Dann ist a, = | ... | € K™= die v.te Spalte und a* = (%1 a#n) die p.te
aml/

Zeile mit a*T € K™

(ii) Bei gegebener Matrix A = (a,,) € K™ heifit

aijpr as1 ... QAmi
Q12 A2 ... Gy
AT .= .12 '22 ) e kvm i zu A transponierte Matrix
Q1p A22 ... Qmp
(ili) I = Inxn = (6uw)nxn heiBt Einheitsmatrix mit dem Kroneckersymbol §,, =
1 fall ! 0
allspy = v
Iso I =
{ (0 falls 1/> > & :
1 7 0 .
NXNnpxn
0 ... 0
und 0 = Oy = | ¢ | heifit Nullmatrix
0O ... 0

(iv) Die Matrix A € K™*™ heiBt quadratisch, fall m = n ist

Bemerkung: Die Spalten a, € K™ = K™ sind m x 1-Matrizen und die Zeile a¥ €
len

Beispiele:

1 -1

A ( 1 2 —13> eR¥3 AT = | 2 2 | erR¥>2 (1 + 2 ) e C**% st quadratisch

-1 2 2—1 3+

-3 1

Definition 2.1.2. (i) Fir Matrizen A € K™" und B € K™ ™ vom gleichen Typ
(iber demselben Korper K ) definieren wir die Summe A+ B = (a,, +0b,,) € K™

(1t) Fir eine Matric A € K™ und o € K definieren wir oA = (aay,,) € K™*"
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Beispiele:

12 -3 1 -2 5 00 2 2 4 —6
A:(—l 2 1>’B:<3 0 0):””3:(2 2 1)’2A:(—2 4 2)

Dann st also bis auf die ,Schreibweise“ K™ ™  gleich® K™

Proposition 2.1.1. Die Menge K™*™ aller m X n-Matrizen mit Matrizelementen aus
dem Korper K ist mit den beiden Verkniipfungen aus Definition 2.1.2 ein Vektorraum
tber K der Dimension m xn

Definition 2.1.3. Fir 2 Matrizen A = (a,,) € K™" und B = (b,,) € K™% mit
n = Spaltenanzahl von A = Zeilenanzahl von B ist das Matrixprodukt definiert durch
C = (cuw) : AB € K™% mit c,, = D et Qupbpy fiir p=1,....mundv=1,....k

Beispiele und Bezeichnungen:

(i)

1 2 0
A= —2 13 ,B=(0 -1 3 = AB = =26 , BA ist nicht definiert
0 21 ) 1 -1 7
%3 1 1 1 2x3
3x3
1 0 1 -2 0 1 1
BTAT =2 -1 1 1 2|=(-2 —-1|=(AB)"
0 3 1 3 1 6 7
1—2 ) . ) )
0 0 (1*(‘)22 (1)): 0 0
o2 20 2—i
at b!
(i1) Es sei also K™*" 35 A = (ay,...,a,) = K™% 5 B=(by,....b,) = | :
a™ b"
T
b=(b,) € K™= K™ sowie x = (x,)=| : | € K" =K"!
Ty
a'B
a) AB = (a"b,) = (Aby, ..., Ab;) = :
a™B

a1 + ... + a1,
. n .
b) Az = : =>  _,%x.a, € Lin(ay, ..., a,)
Am1T1 + oo + QnTy
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anry + ... + apx, = b

c) Av = b & : : © st ein lineares Gleichungs-
11 + o+ GpnTn = by

system bestehend aus m Gleichungen mit n Unbekannten xq,...,x, (d.h.

r € K") bei gegebener Koeffizientenmatric A € K™ ™ und gegebener rech-
ter Seite b € K™

1 -2 3 os 1 AT
d) A = 5 1 1 € R b = 3 Berechne v = |22 | mit Ax = b &
T3
T — 21‘2 + 3$3 = 1
2:1)1 + X2 + 13 = 3

(#ii) [Platzhalter]

(i) die Matrizmultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ. Das ist klar, wenn
die Matrizprodukte ,unvergleichbar® sind, aber auch im Fall k = m = n (quadra-

tische Matrizen) z.B. A = (1 _01) ,B = (0 _01> = AB = ( 0 1> # BA =

0 1 -1 0
0 -1 2x2
(1 0>6R

Proposition 2.1.2. Es gelten die folgenden Rechenregeln (Matrizalgebra)
(i) a(AB) = (adA)B = A(aB) Va € K,Ae€ K™" B¢ K™
(ii) A(B+C)=AB+ AC VA€ K™" B,C e K"*
(iii)) (B+C)A=BA+CA VAe K™" B C e K*™
(iv) A(BC) = (AB)C VAe K™" Be K™k C e Kk
(v) Alyxn = A und IyxmA=A VYA€ K™

(vi) (AT)T = A, (AB)T = BTAT, (@ A)T = a AT, (A+C)T = AT+CT VA € K™" B €
KnXk,O c Kmxn

Beweis.
(i)-(iii) klar

(iv) [ABCO)]w = ZZ:l aup(BC) py = ZZ:l &HP(Zizl bpyCy) = Zi=1(22:1 pupbpry )y =
25:1 (AB)yycy = [(AB)Cl

(vi) [(AB>T} w ZZ:1 Aypbpy = 22:1 bpv )y = ZZ:I(BT)VP(AT>PV = (BTAT);W
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2.2 Matrixoperationen und der GauB-Algorithmus

&1

Zeilenoperationen auf A= |...] e K™ undesseia e K, 1< pu#v<n
am

(Z1) Addition des a-fachen der p.ten Zeile zur v.ten Zeile

y 10 0
a? 0
11/1/ Qyp
n(a)A = a’! mit Q (a) = :
a’ + aa”
q’t! 0 1##
0O ... ... ... ... 0 1
(Z2) Vertauschen der p.ten Zeile und der v.ten Zeile
Ly oo o 0
,u.teaZeile Ou,u N 1'[“,
PrA = : mit Py = : :
I .
z/.teaZeile : 11/,u cee 01/1/
Oml 1mm
(Z3) Multiplikation der v.ten Zeile av # 0
1 ... ... ... 0
S (a)A = | aa” | mit S,(a) = a
0 ... ... ... 1

Fazit: Zeilenoperationen auf A sind Multiplikationen der Matrix A von links mit Ele-

mentarmatrizen [Q} (), Py, S, ()]

Bemerkung: Spaltenoperationen auf A sind Multiplikationen der Matriz A von rechts

Beispiel:
1 2 00 2 1200 2 1200 2
-1 -2 0 2 1 Oil) 0002 3 (21) 0002 3
2 3 00 4 2 300 4 000O0O 0
1 4 0 21 140 21 02020
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1200 2 1200 2

g0 2020|P[0202O0] . .
oooool=loooa2sl= Zeilenstufenform A mit 3 Stufen
000 2 3 00000

Definition 2.2.1. Eine Matriz A der Gestalt [Platzhalter[heifit in Zeilenstufenform mit
r Stufen

Satz 2.2.1 (GauBsches Eliminationsverfahren). Jede Matriz ldsst sich mit endlich vielen
Zeilenoperationen vom Typ (Z1) und (Z2) in Zeilenstufenform tberfihren.

Beispiel (Fortfiirung):

1 20 0 2 1 20 0 2 1 00 0 2 1 00 00
02020}yl 01T 01T O0)lwnl01 01 016101000
— 3| — 3| —

000 2 3 0001 3 0001 3 00010
000O0O O 00 0O00O0 0 00O0DO0 00 0O0O O

Korollar 2.2.1. Jede Matriz lidfit sich mit endlich vielen Zeilen- und Spaltenoperationen
in eine Matriz tiiberfiihren, bei der die Zeilen und Spalten entweder Einheitsvektoren oder
Nullvektoren sind.

2.3 Der Rang einer Matrix

a

Definition 2.3.1. Es set A = (al an) =\|...| € K™". Dann heifst die Dimen-
am

sion von Lin(ay, . .., a,) der Spaltenrang von A und dim Lin(a',...,a™) der Zeilenrang

von A

Proposition 2.3.1. (i) Die elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen lassen den
Zeilenrang und den Spaltenrang einer Matriz unverdndert

(i1) Ist A € K™ ™ in Zeilenstufenform mit r, so gilt r = Zeilenrang von A = Spalten-
rang von A

Beweis.

(i) Wir betrachten 0.B.d.A. nur die Zeilenoperationen

a) Diese lassen den Zeilenrang unveréndert (Das ist klar fiir (Z2) und (Z3)) und
dies gilt auch fiir (Z1), weil

dim Lin(a', ..., a™ = dim Lin(a',...,a” + aa”,...,a™)
Austauschlemma
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b) Diese lassen auch den Spaltenrang unveréndert. Hinsichtlich (Z1).
Z)\pap =0¢< Z)\pasp =0Vs=1,...,m mit s # v und Z)\p(a,,p—l—aaup) =0
p=1 p=1 p=1

= Spaltenrang bleibt unveréndert unter (Z1) und entsprechend auch unter
(Z2) und (Z3)

(ii) folgt aus (i) und Korollar 2.2.1 und Satz 2.2.1

Aus Definition 2.3.1, Satz 2.2.1 und Proposition 2.3.1 folgt unmittelbar:
Satz 2.3.1 (Rangsatz). Fiir jede Matric A € K™ ™ gilt Zeilenrang A = Spaltenrang A

Definition 2.3.2. Fir eine Matrix A € K™ " heifst Rang A := Spaltenrang A = Zei-
lenrang A

Beispiel: Berechnung von Rang A mit Gauf$ Algorithmus

1 2 00 2 1200 2
1 -20 21 02020
Rang | 5" 57 g g 4| =HB™I g o g 2 3|73
1 4 021 00000

Proposition 2.3.2. Fiir Matrizen A € K™" B € K™ gilt: (i) RangA = RangAT (ii)
RangA < min{m,n} (iii) Rang(AB) < min{ RangA, RangB}

Beweis.
(i) gilt gemaB Definition 2.3.1 & 2.3.2 und Satz 3.2.1
(ii) gilt geméfB Definition 2.3.1 & 2.3.2 und Satz 3.2.1

(iii) A= (ay,...,a,),B=(b1,...,bg)
Lin(ay,...,a,) = {>__  za,|z1, ...z, € K} = {Ax|x € K"} = {AB = Aby,..., Ab}
mit Ab, € Lin(ay,...,a,) = Lin(Ab, ..., Ab,) € Lin(ay, ..., a,)
Rang(AB) = dim Lin(Aby, ..., Ab;) < dimLin(ay,...,a;) =RangA Rang(AB) =
Rang(AB)T = Rang(BT AT) < Rang BT = Rang B = (iii)

]

2.4 Die Gruppe der reguldren Matrizen

Definition 2.4.1. Fine quadratische Matriz A € K™ heif$t requldr (invertierbar) falls
es eine (inverse) Matriz A= € K™ gibt mit AA™ = I,x,. Man nennt A singulir
wenn A nicht requldr ist.
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Bezeichnung: GL(n, K) := {A € K" A ist reguldr} nennt man die sogenannte all-
gemeine lineare Gruppe (,,general linear group®)

Satz 2.4.1 (Regularitéit). Fine quadratische Matriz A € K™ ist genau dann requldr,
wenn RangA = n und dann ist auch A~ reguldr

Bewezs.

(i) Es sei A regulir = JA™! mit AA™! = I = n = Rang/ = Rang(44™!) <
min(RangA, RangA~!) < n = RangA = n = RangA™!

(ii) Es sei A = (ay,...,a,) € K™ mit RangA = n = n = dimLin(a,...,a,) =
Lin(ay,...,a,) = {Azlz € K"} = K" = 3a,,...,a4, mit Aa, =¢e,Vv=1,...,n.
Setze A™! = (dl,...,an) = AA7! = (Adl,,AgLn) = (61,...,6n) =1 = Aist

regulér i Rang A™! = n = A~!ist regulir
O

Satz 2.4.2 (general linear groups). Die Menge GL(n, K) aller reguliren Matrizen A €
K™™ bildet mit der Matrizmultiplikation eine Gruppe. Diese Gruppe ist nicht abelsch
fir2<n

Beweis. Die Matrixmultiplikation ist eine innere Verkniipfung auf GL(n, K). Zum Be-
weis seien A, B € GL(n,K) = AB € K™ mit (AB)(B'A™') = A(BB™1)A™! =
AA"' =] = AB € GL(n, K).

Nun gilt das Assoziativgesetz (G1) gem#f Proposition 2.1.2 und auch (G2) fiir e = [
(gemiB Proposition 2.1.2). Fiir A € GL(n, K) gibt es geméf} Definition 2.4.1 ein A™! €
K™ mit AA™' =T und A™! € GL(n, K) gemif Satz 2.4.1 = GL(n, K) eine Gruppe.

Diese Gruppe ist nicht abelsch fiir n = 2. Zum Beweis betrachte A = 0 1) und

10
11\ . 0 1 10 1 -1 10
B_(l o)mltA(l 0)‘(0 1)’3(—1 1>_(0 1)
0 1 11
AB=(, 1) #(, o) =BA 0

Proposition 2.4.1. Es seien A, B € GL(n, K). Dann gilt
(i) A7Y eindeutig mit AA™Y =1 und es gilt A7YA =1
(ii) (A=)t =A
(iii) (AB)™' = B~ tA™!
(iv) AT € GL(n, K) mit (AT)™1 = (A=H)T
(v) Rang(CA) = Rang C und Rang(AC) = Rang(C)VC € K™ baw. K™*k

Beweis.
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(i)-(iii) folgt aus Satz 2.4.2 und Satz 1.1.1
(iv) AT(A T 7212 (gt )T = [T = ]

(v) Rang(CA) < Rang(C) = Rang(CAA™') = Rang(CA)A™' < Rang(CA) =
Rang(C'A) = Rang C

]
Beispiele: 1. Berechnung inverser Matrizen mit dem Gau-Algorithmus
Beobachtung Zy - ... - Z1A = I muttels Zeilenoperationen, wobei Zy, - ... - Z1 Elementar-
matrizen sind. = A~ =7y, -...- Zy -1 (A|I) Zetlenopegationen (I|1A71)
1 0 2{1 00 1 0 2/1 00 1 0 2{1 00
(A|I) = 011 1 0]—1011/01 0} —1011/010
-1 0 3|0 0 1 0 051 01 0 01 % 0 %
Zeilenstufenform = A ist regulir
1 0 % 0 —% 3 0 =2
— 010—%1—% = Al = -1 5 -1
0 1 = 0 = 10 1
1 0 2 1 3 0 =2 1 00
Probe: 01 1 R -1 5 -1 |=101P0
-1 0 3 10 1 0 0 1

2. Losen linearer Gleichungssysteme mit dem GauB-Algorithmus

Wenn man aber die inverse Matriz noch nicht kennt, dann liefert folgendes Gauflsches
Eliminationsverfahren die Ldosung ,schneller®

r+2z=1 x 3 0 -2 1 )
y+z=-2=|y|l==-| -1 5 -1 —2 =z —12
—r+32=1 z 10 1 1 2

Beobachtung: Ar =b< Zy-...- ZyA = Zy - ... - Z1b. GauB-Algorithmus wird angewandt
auf die sog. ,,erweiterte Matrlx“ (A|b)

10 2 1 1 0 2 1
(A|b) = -2 01 1|-2
1 0 0 5| 2
d.h. 52—2y+2——2m+22—1:>2—§y %,le—%:%
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Satz 2.4.3 (Cramersche Regel 1. Teil). Es sei A € K™ " eine quadratische Matriz.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Ax = b ist losbar fir alle b € K™ (d.h. 3z € K™ mit Az =b)

(i1) Ax =0 besitzt nur die triviale Losung x =0
(1ii) A ist requlir
Dann ist Ax = b fiir alle b € K™ eindeutig l0sbar, und zwar v = A7'b
Beweis. Es seien A = (aq,...,a,) € K™ mit ay,...,a, € K" und = = (x,)

i) Az = > z,a, = b € K" losbar Vb = Lin(ay,...,a,) = K", dimK" = n =

aty ... a, sind lu. = 0=Ax =>"_ z,a, =z = 0= (ii) gilt.
(ii) = ay,...,a, sind Lu., dimLin(ay,...,a,) = n = Rang A = A ist regulir = (iii)
gilt.

(ili) = dJA ' mit AA'=T=A""A= Az =bs =1z = (A"1A)x = A7 fiir alle
b

]

2.5 Lineare Gleichungssysteme

Definition 2.5.1. Bei gegebenem A € K™ ™ und b € K™ heifst Ax = b ein lineares Glei-
chungssystem bestehend aus m Gleichungen und den n Unbekannten x = (xq,...,x,)T
mit der Koeffizienten Matrix A und rechter Seite b.

Das lineare Gleichungssystem heifit homogen falls b = 0 ist und inhomogen bei beliebiger
rechter Seite

a

Bemerkung: (i) Es sei A quadratisch und regulir AT Ag = b st losbar und zwar

eindeutig durch x = A~'bVb € K"

(ii) Fragestellungen

a) Lisbarkeit und Eindeutigkeit
b) Struktur der Lisungsgesamtheit
c) Berechnung der Liosungsgesamtheit (Gaufl Algorithmus)

Bei der Beantwortung der Fragestellungen sind ff. Begriffe zentral
Definition 2.5.2. Es sei A € K™ ™ Dann heifst

(i) Kern A := {x € K"|Az =0} C K™ der Kern von A

(i) Im A := {b € K™|Ax = b ist losbar } C K™ das Bild von A

Bemerkung: Definition 2.5.2 besagt also fir A = (aq,...,a,) € K™"
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(i) Kern A ist die Losung des homogenen Gleichungssystems Az = 0

(i1)) Im A = {Az|x € K™} = Lin(ay, ..., a,) € K™ mit Ax = b ist losbar < b € Im A
Proposition 2.5.1. Fir A € K™ " gilt:

(i) Im A ist Unterraum von K™ mit dimIm A = Rang A

(ii) Kern A ist Unterraum von K"
Bewezs.

(i) folgt aus der Bemerkung (ii) sowie Proposition 1.3.5 und Definition 2.3.1 und 2.3.2

(ii) Kern A € K™ mit 0 € Kern A = Kern A # 0, A(zy + 22) = Axy + Axs = 0 und
Alax,) = aAz; =0
=0

O]
Satz 2.5.1 (Dimensionsformel). Fiir jede Matriz A € K™ ™ gilt:
dim(Im A) 4+ dim(Kern A) = n = Anzahl von Spalten in A
Beweis. Es sei (y1,...,yx) eine Basis von Kern A und (by,...,b,) eine Basis von Im A

gemaf Korollar 1.4.3 = k = dim Kern A und » = dimIm A = Rang A

Zz: k+r =n =dmK" = Ay, = OVvo = 1,...,k und y;,...,y, sind L.u. und
Lin(yy,...,yx) = Kern A und Jz, € K™ mit Az, = b,Vv = 1,...,7r und by,...,b,
sind L.u. und Lin(by,...,b,) =Im A

Wir zeigen (z1,...,%:,y1,...,Yk) bilden eine Basis des K™

(i) z1,...,2m,y1,-.., Y sind Lu.: Zum Beweis: > | a,z, + 25:1 Gy, =0=0=
A0 = 3, oAy + S Gy = Yimyavby = 0= oy = 0¥y = 1,07 =

SE B =028, =0V =1,k

(ii) Lin(z1, ..., 20 y1,...,9k) = K™ Zum Beweis: Sei x € K" = Ar =b € ImA =
Ar =b=>"_ b, =>" adr, =AY  ax, = Alx->_ax,) =0=
r—Y, _ar,) € KemA="Lin(y,...,y) =« € Lin(xy,..., 2, Y1, ..., Yx)

]

Beispiel: Berechnung einer Basis von Kern

12130 12130 12130
2426 0 00000 00211
12341 7 loo211| " ]oo0oo0oo0o0
24 6 8 2 004 2 2 00000

= Rang A =2 KernA=5-2=3
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g =(—2,1,0,0,0)"
1+ 22+ 23+ 324 =0 = 5,0,—17070)T

y2 = (=5
2$3+$4+ZL’5:0 2 2

1 1

=(=,0,—=,0,0)"
Y3 (27 9 27 ) )

= KemnA = {oy + aoyp + azyslon, a0, € R} = {(—201 + 3as + j03, — 10 —
tas, o, a3) | an, o, a3, a4 € R}

Bemerkung: Interpretation:

k = dim Kern A = Anzahl der ,freien Variablen’- Rang A

r =dimIm A = Anzahl der linear unabhdingigen Gleichungen
n = Anzahl der Unbekannten

Satz 2.5.2 (Losungsgesamtheit). Gegeben seien A € K™ b € K™ und Ax = b sei
losbar. Es sei xg € K™ eine Losung (d.h. Azg = 0). Dann ist die Losungsgesamtheit
L(A,b) := {x € K"|Ax = b} des inhomogenen, linearen Gleichungssystem Ax = b
gegeben durch L(A,b) = zo + Kern A := {x¢ + z|x € Kern A}. Man nennt xy auch eine
partikuldre Losung von Az =b.

Beweis.

(i) Essei x € L(A,b) d.h. A =bund b = Azg = Az — Azg = A(x —29) =b—b =
O=y=x—sc€KemA=2r=y+x9 €29+ KernA

(i) Essei x € 29+ Kern A = o = 2o +y mit y € Kern A = A(zg + y) = Azg + Ay =
b+ 0=b= e L(AD)

]

Bemerkung: Ist U ein Unterraum eines Vektorraums V' der Dimension k und o € V,
so nennt man xo+ U = {xg + x|z € U} eine k-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit
in V auch einen affinen Unterraum von V

Beispiel: Berechnung einer partikuldren Lisung des inhomogenen, linearen Gleichungs-
systems Ax = b mit dem Gaufs-Algorithmus [und Entscheidung der Lisbarkeit]
A wie eben, b= (1,2,—1,-2)T ¢ R*

12130 1 12130 1 12130 1
2426 0 2 00 0O0O0 O 00 21 1|-=-2
— —

12 3 4 1]-1 0021 1|-2 0 00O0O0 O
246 8 2|—-1 0042 2|4 00 0O0O0] O

Lésbar, weil Rang A = Rang(A|b)
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Setze vto =4 =25=0=20=| -1 € R"”

0

Satz 2.5.3 (Existenzsatz). Fir eine Matriz A, b € K™ gilt Az = b ist losbar wenn
Rang A = Rang(A|b). Man nennt (A|b) € K™ "1 die erweiterte Matrix

Beweis. Es sei A = (ay,...,a,) € K™ "z = (x,) € K" = Az = > __ x,a,. Somit
gilt Az losbar < b € Lin(ay,...,a,) < dimLin(ay,...,a,) < dimLin(ay, ..., a,,b) <
Rang(A) = Rang(Al|b) O

Korollar 2.5.1. Fir A € K™ gilt:
(i) Az = 0 besitzt nur die triviale Lésung x = 0 < Rang A =n
(1)) Ax = b ist fir alle b € K™ lisbar < Rang A =m

(11i) Ax = b besitzt fir alle b € K™ eine eindeutige Losung < Rang A =m =n d.h. A
ist reguldr (siehe Satz 2.4.2)

Beweis.
(i) Az =0 nur fir x =0 d.h. Kern A = {0} & RangA+0=n
(ii)) Az =bist losbar Vb € K™ < Im A = K™ < dimIm A = dim K™ = Rang A
(i) Az = b ist eindeutig l6sbar Vb € K™ @ Rang A = m &% Kern A = {0}
RangA=m=n
[

Satz 2.5.4 (Fredholmsche Alternative). Fir A € K™*" und b € K™ ist genau eines
der folgenden Gleichungssysteme lésbar: (1) Az =b (2) ATy =0 und b'y = 1

Bemerkung: (2) ist unlgsbar wenn b’y = 0OVy € Kern AT
Beweis.

1 S sel osbar = dxr € mit Ax =6 = Nunsely € mit =0=0y=
i) E i(1) losb 3 K™ mit A b N i K™ mit AT =0 b
(Az)Ty = 2T (ATy) = 20 = 0 = (2) ist unldsbar

T
(ii) Essei (2) unlosbar b7y = 0¥y € Kern AT d.h. Kern AT = Kern fT> = dim Kern AT =
AT AT
m — Rang AT = dim Kern (bT) = m — Rang (bT) = Rang A = Rang AT =

T
Rang <12T) = Rang(A|b) Sate 53 (1) ist 16sbar
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Proposition 2.5.2. Fir A € R™" x € R" qilt:
(i) Av =0 AT Az =0
(ii) Kern A = Kern AT A
(iii) Rang A = Rang AT A
Beweis.
(i) Az = 0 = AT(Az) = 0 Nun sei ATAz = 0und y = (y,) := Az € R™. yTy =
Syt = (Az)T (Ax) = xT(ATOAx) =0 =y = Az = 0 Damit gilt (i)
(ii) ist dasselbe wie (i)

(iii) dimKernA = n — Rang A = dimKern ATA = n — RangATA = Rang A =
Rang AT A

Satz 2.5.5 (Komplementaritit). Fir jede Matriz A € R™*" gilt:
Im A @ Kern AT = R™

Beweis. + ist direkt. Zum Beweis sei y € Im A N Kern AT = 3z € R" mit Az = y und
ATy =0= 0= ATy = AT(Az) ""Z" 2 4y =0 = y = 0 = Im A N Kern AT = {0}.
Nun gilt dim(Im A®Kern AT) = dim Im A+dim Kern AT —0 = Rang A+m—Rang AT =
mdimR™ — Im A ® Kern AT = R™

d.h. Im A und Kern A7 sind also Komplementérunterriume des R™ gemif Proposition
1.4.4 O

3 Lineare Abbildung

3.1 Der Begriff der linearen Abbildung
Definition 3.1.1. Es seien V und W Vektorrdaume iiber demselben Korper K

(i) Eine Abbildung F : V — W heifit linear (auch ein Homomorphismus), falls gilt
F(a+b)=F(a)+ F(b), F(aa) = aF(a)Va,be V,a € K
Wir schreiben dafiir F € L(V,W)

Im Falle V=W nennt man F € L(V,W) einen linearen Operator auf V' (auch
einen Endomorphismus)

Im Falle W = K nennt man F € L(V, K) ein lineares Funktional

(ii) Eine lineare Abbildung, die bijektiv ist nennt man Isomorphismus
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(iii) Die Vektorrdume V und W heiffen isomorph, kurz V- — W gibt.

Bemerkung: F :V — W ist linear < F(aa+pb) = aF'(a)+SF(b)Va,b e V,a,5 € K
Beispiel: A€ K"™*" und F(v) = Ax € K™ firz € K" = F € L(K",K™) !

Proposition 3.1.1. Es seien V. und W Vektorrdiume iber K und F € L(V,W),G €
L(V,W) Dann gilt

(i) FO 0 oa,) =Y 0, Fla,)Vay,...,a, € V,aq,...,a, € K
(ii) F(0) =0
(iii) ay,...,an, €V sind linear abhingig = F(a1),..., F(a,) € W sind linear abhingig
() F+ G und oF € L(V,W) fir o € K, also ist L(V,W) eine Vektorraum tiber K
Bewezs.
(i) F(aa+ Bb) = aF(a)+ BF(b) Bem. = (i) gilt mit Induktion nach n
(i) F(0) = F(00) = 0F(0) =0

(i) S0y v = 0(a, #0) = 0 = F(0) = F(S, ava,) = Xy auFla) =
F(ay),...,F(ay,) sind linear abhéngig

(iv) klar L(V, W) ist ein Unterraum des Funktionenraums {f : V" — W}

Folgerung: F(ay),..., F(a,) sind L.u. = ay,...,a, sind Lu. (& (iii))

Proposition 3.1.2. Es seien U, V,W Vektorriume tiber K und F € L(V,W) und G €
L(U, V). Dann gilt:

(i) FoGe L(V,W)
(ii) F oG ist ein Isomorphismus wenn F' und G Isomorphismen sind
(iii) F~1 ist ein Isomorphismus wenn F ein Isomorphismus ist

Bewezs.

i) FoG : U — W mit (FoG)(aa + pb) = F(aG(a) + BG(b)) = aF(G(a)) +
BF(G(b)) = a(F o G)(a) + B(F o G)(b)Va,b e U,a, f € K

(i) folgt aus (i) weil F o G bijektiv, wenn F, G bijektiv

(iti) FYaa + pb) = aFY(a) + BF1(b) & aa+ b = F(aF (a) + SF1(b)) =
aF(F~(a)) + BF(F~1(b)) = aa + Bb = (iii)

]
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Satz 3.1.1 (Isomorphiesatz). Zwei endlichdimensionale Vektorrdume V und W iber K
sind genau dann isomorph, wenn gilt: dim V' = dim W

Beweis.

(i) Seien V' = W d.h. 3 Isomorphismus F : V. — W = F € L(V,IW),F(V) =
W = dmW = dimF(V) < dimV und F~! : W — V ist ein Isomorphismus
dimV = dimF 'Y (W) <dimW = dimV = dim W

(ii) Sei dimV =dimW =n < co = 3 Basen (a4, ...,a,) und (b1,...,b,) von V und
W (gemiB Korollar 1.4.3). Definiere eine Abbildung V' — W durch F'(})_, aa,) =
> o ayb, = F ist linear und bijjektiv, also ein Isomorphismus = V = W

O
Folgerung: Es sei V' ein Vektorraum iiber K und n = dimV < oco. Dann ist V = K"

Korollar 3.1.1. Es sei A € K™ " F(x) = Ax fir x € K™. Dann ist F € L(K", K™)
genau dann ein isomorphismus wenn gilt n = m und A ist requldr.

Beweis. Korollar 2.5.1 und Satz 3.1.1 O

3.2 Kern und Bild linearer Abbildungen

Definition 3.2.1. Es seien V und W Vektorriume diber K und F € L(V,W). Dann
heifst

(i) ImF = F(V) = {b € W|3z € V mit F(z) = b} das Bild von F Rang F' =
dim Im F' der Rang von F und

(i1) Kern F':= {x € V|F(z) = 0} der Kern von F

Bemerkung: A € K™*" F(x) = Az firz € K" = Im F' = Im A, Rang F = Rang A, Kern F' =
Kern A

Proposition 3.2.1. Es seien V und W Vektorrdume iber K und F € L(V,W). Dann
qgilt

(i) Im F' ist Unterraum von W mit dimIm F' < dim V'

(ii) Kern F' ist ein Unterraum von V

Bewezs.
(i) F(0) =0 = 0¢€ QF # 0, und es sei a,b € ImF,a € K = Fz,y € V mit
Flz)=a,Fly) =b=a+b= F(x)+ F(y) Flin- Flzx+y) € ImF und aa =

) = a, F(
aF(z) = F(ar) = F(aa) € Im F = Im F ist ein Unterraum von W

= 0 € Kern F # (), und es seien 2,y € Kern F,a € K = F(x 4+ y) =
(y) =04+0=0und F(ax) =aF(z) =0= z+y,azx € Kern F’

&
+ |l
N o
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]

Satz 3.2.1 (Dimensionsformel). Es seien V und W Vektorrdume iiber K mit mit n =

dimV < oo und F € L(V,W). Dann gilt:
dimIm F' 4 dim Kern F' = dim V' (= n)

Beweis. Es sei (yi,...,yx) eine Basis von Kern F' und (by,...,b,) eine Basis von Im F’
gemaf Korollar 1.4.3 = k = dim Kern ' und r = dim Im F’

Zz:k+r =n=dmK" = F(y,) = 0Yv = 1,...,k und y,...,y; sind Lu. und
Lin(yy,...,yx) = Kern F und 3z, € K" mit F(z,) =b, Vv =1,...,rund by, ..., b, sind
Lu. und Lin(by,...,b,) =Im F

Wir zeigen (z1,...,%r, Y1, ..,Yyx) bilden eine Basis von V

(i) @1, ., @, y1,...,yx sind Lu.: Zum Beweis: Y o,z + 25:1 Gy, = 0= 0=
F0) = >0, aF(zy) + Zi:l BF(y) = Yo by = 0 = a = 0V =

=b =0
L..r=r By =028 =0vw=1,.k

(ii) Lin(z1, ..., 20 y1, ..., y,) = V: Zum Beweis: Sei x € V = F(z) = b € ImF =

Fla)=b= 3 _ b, =3 _aF(z,) =FQ, _ax,) = Flz -3 _ ar) =
0=2—>_axr, €KernF =Lin(y,...,y) =« € Lin(zy, ..., 2, y1, .., Us)

]

Beispiel (Ubungsaufgabe 11): V,, := {p|p ist ein Polynome vom Grade < n},n € Ny
iber Rop(z) = > _ja,a” fir x € R mit o, ..., o, € R. Definiere F(p) = p'V,, = V,
mit p'(z) = > _ vt = F € L(V,,V,) mit Keen F' = { konstante Funktionen
}=VoundImF =V, ; unddimV, =n+1=dimVy+dimV, 1 =1+n

3.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz 3.3.1 (Matrixdarstellung linearer Abbildungen). Es seien V und W endlich dimen-
sionale Vektorrdume iber K mit den Basen By = (ay,...,a,) von V(n =dimV < o0)
und By = (by,...,by)(m =dimW < 00), und es sei F € L(V,W) Dann gibt es genau
eine Matriz A € K™, die sogenannte Matrizdarstellung A = A(F, By, By) von F' bez.
Bi1 und By, so daf gilt:

FO_apa,) =50 6b, mit f=Aa Ya=>_ aa,a=(x)e€ K" [=(0)¢€
Km

Beweis. F(a,) =3_7" a,,b, fir v=1,...,n mit eindeutigen Koeffizienten o, € K
= A: (a,, € K™ ist eindeutig und fiir jeden Vektor a = >""_ aa, € V gilt F(a) =

FQ o away) =300 anF(a) =320 o Z/T:l by = ZZL=1 D vt Qi by, = Z;T:l By
mit f = A« [
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Bemerkung: Fiir einen linearen Operator F € L(V,V) auf V und eine Basis B =
(ay,...,a,) von 'V heifst A= A(F,B) € K™*" die Matrizdarstellung von F gemdf$ Satz
5’1mth V und B= By = By

Satz 3.3.2 (Lineare Abbildungen und Matrixprodukte). Es seien A € K™ B € K™k
und F(x) = Ax fir v € K", G(z) := Bx fiir x € K*. Dann gilt F € L(K", K™),G €
L(K*, K") und F o G € L(K*, K™) mit (FoG)(x) = Cx fir x € K™ mit C = AB €
Jmxk

Beweis. F € L(K", K™) und G € L(K*, K") gemiB Beispielen, [Platzhalter|F o G
L(K* K™) gemif Proposition 3.1.2 und es gibt fiir z € K* : (F o G)(x) = F(G(z))
F(Bz) = A(Bz) = (AB)z.

co

4 Determinanten

4.1 Permutationen
Definition 4.1.1. Es sein € N

(i) eine bijektive Abbildung o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} heifit eine Permutation
(oder eine Umordnung) von {1,2,...,n}

(ii) Die Menge aller Permutationen von {1,2,... ,n} heifit die symetrische Gruppe
. ‘ 1 2 ... n

Sn. Schreibweise: o = (0(1),0(2),...,0(n)) = ( o(1) o(2) ... o(n) ) €S,

und id bezeichnet die Identitat auf S,, d.h. id(v) =v

Satz 4.1.1. Die symetrische Gruppe S, mit der Komposition o als Verkniipfung ist eine
Gruppe. Diese Gruppe ist nicht abelsch fiirn > 3.

Beweis. S,, # (), und o ist innere Verkniipfung auf S,,, weil fiir 0,7 € S, stets coT € S,
ist [0 o 7 ist bijektiv wenn o und 7 es sind]

(Gl) (coT)op=0o(rop) Vo,r,p€ S, dies gilt fir Komposition von Abbildungen
(G2) ooid=p VpeSs,
(G3) oo™t =id wobei ¢! € S, die Umkehrabbildung von p ist

— .S, ist eine Gruppe
Esseia:(Q 3 1)mit7:(1 3 Q)ESn:>UO7':(2 1 3),007':(3 2 1):>

S,, ist nicht abelsch fiir n > 3 O
Beispiele:a:(2341)7':(1342) 72(2413>000_1:
(123 4),7'=(1 3), (oor)™t = (3 2) = =31 4 2),(0”

(2 3 4 1)

Proposition 4.1.1. Es sein € N, 7 € S,, (fest). Dann gilt:
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1

(i) coid =idoo,coo ! =id,oc = (c7') ,(cor) P =700}

(1) o — oo ocoT 0 Too firo €S, sind bijjektiv
(i1i) S, besitzt n! Elemente
Beweis.
(i) gilt geméf Definition 1.1 bzw. Satz 1.1 und Satz 1.1.1
(i) gilt gemaB Kapitel 1 Satz 1.1 und Satz 1.2

(ili) die Anzahl der Anordnungen von n Objekten = n(n—1)(n—2)...1 = n! [Abzihl-
bare Kombinatorik]

H
Definition 4.1.2. Es scienn € N,o € S,

(1) ein Paar (i,7) heifst Inversion (Fehlstellung) von o, falls gilt 1 <i < j < n und

o(i) > o(j)

1 falls die Anzahl von Inversionen von o gerade ist
—1 falls die Anzahl von Inversionen von o ungerade ist
heifit das Signum (oder Vorzeichen) der Permutation o

(ii) Die Zahl signo := {

Fazit: Sigl’l o= (_1)Anzah1 der Inversionen vor o

Belsplele o= (2 3 4 1) Inversionen: (1,4),(2,4),(3,4) = signo = (-1)* = -1

(1 3 4 2) Inversionen: (2,4),(3,4),(3,4) = signt = (1) =1
=(1 4 2 3):>51gn7 1—(—1) =1

signo™! = (—=1)7*

Lemma. Fir jedes o € S, gilt
(i) hsicjen | “ 55

j—i

=1

. _ o(i)=o(j)
(ii) signo = H1§i<j§n j—i ;

Beweis.
(i) H1§i<j§n(j —i)? = Hz;ﬁg(-] —i) = Hi;ﬁj lo(j) —o(i)] = H1§i<j§n(a<j) —0(i)? =
(i) gilt
(11) aus ( ) fOlgt Hl<z<]<n U(j;:?'(i) — (_1)Anzahl der Inversionen __ SigIlO'

Satz 4.1.2 (Vertréglichkeit). Fir o und T aus S, gilt sign(o o7) = signo - sign
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Beueis. sign(e o 7) = Tlyepey “NL0D K00 L o)
=@ i o - sign T O]
1<i<j<n = j—i g g

Korollar 4.1.1. Fiir o € S,, gilt: sign(o) = sign(o™1)
Beweis. signid =1 = sign(o o o™!) = sign(o) - sign(c 1) = sign(c) = sign(o ) O

Definition 4.1.3. Eine Permutation T € S, heifit eine Transposition oder auch Ver-
tauschung, falls T zwei Elemente von {1, ... ,n} vertauscht und die anderen unverdndert
lisst. Schreibweise: T = (24) € Sy = (1432) mit signT = (—1)3 = —1

Proposition 4.1.2. Fiir Transpositionen 7 € S, gilt (i) 7 =7 (ii) signT = —1
Schreib

Beweis. (ii) sign(k (k4 1)) = —1 und induktiv folgt sign(k > (I+1)) = sign(k (k+1))o
sign((k +1) (1+ 1)) o (k (k + 1)) = (—1)° a

Beispiel: o = (2341) = (2314) o (34) = (2134) 0 (23) o (34) = (12) o (23) o (34)

Proposition 4.1.3. Fir jede Permutation o gibt es endlich viele (< n — 1) Tranposi-
tionen 71, ..., 7 € S, mit 0 = 0Ty 0...07, und dann gilt signo = (—1)*

Beweis. o0 = (o(1)...,0(n)) =po (o~ 1(n)n) mit p(1),...,p(n—1) € S,_; = iinduktiv
I, ., Tpy mit p =T 0...0T, also 0 = T 0...07, mit 7, = (67 (n)n) [0.B.d.A
o~ Y(n) # n] = signo = (—1)* mit Proposition 1.2 (ii) und Satz 1.2 O

4.2 Der Begriff der Determinante

Motivation: Gegeben eine Quadratische Matrix A = (aq,...,a,) € R™". Berechne
das Volumen des zugehorigen Parallelpipeds IT:= {}""_, a,a,[0 < o, < 1Vv}

n = 2 Fliche(II) = det(ay, az) = Grundseite x Hohe = |a;| o |ag| o sinp

Figenschaften: det(aaq, az) = adet(ay, az), det(aq, a; + az) = det(ay, az), det(er, ex) =1

Satz 4.2.1 (Weierstrafische Charakterisierung). Es sei K ein Korper und n € N. Es
gibt genau eine Abbildung D : K™ — K mit den folgenden drei Eigenschaften:

(D1) D(ay,...,aa,,...,a,) =aD(A) Yv=1,...,n)

(D2) D(ay,...,a,+ay,...,a,) = D(A) V1<wv=#p<n)

(D3) D(Ixn) =1

fir alle A = (aq,...,a,) € K™, und diese Abbildung ist gegeben durch

Definition 4.2.1. Es sei A = (a,,) € K™" eine quadratische Matriz. Dann heifst
(|A] =) det A := ZUESn SIgN 01 5(1)A20(2)A30(3) - - - Ano(n) die Determinante von A

Lemma (Rechenregeln). Fir eine Abbildung D : K™™ — K mit Figenschaften (D1)-
(D3) aus Satz 2.1 gelten folgende Rechenregeln/Figenschaften:
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(D4) D(aq,...,a, +aay,,...,a,) = D(A) Vae K,1<p#v <n und allgemein:
D(ay,...,ap+ 3, auay, ..., a,) = D(A)

(D5) D(ay,...,a,) = 0 falls ay,...,a, linear abhdingig und insbesondere falls a, = 0
oder a, = a, fir ein u # v

(D6) D(aq,...,ay,....¢p,....06,) = =D(a1,...,0p,...,0,,...,a,) V1< p<v<mn,
allgemein D(ao(1), - - -, Go@m)) = signoD(A) Vo € S,

(D7) D(ay,...,a+ ay,,...,a,) = D(A)+ D(ay,...,a,...,a,) V1 < v <mnaec K",
allgemeine D(ay, ..., 3 0 @by, . ..,n) =3 a,D(ar, ... a4y, . .., a,)

(D8) D(A) = det A - D(Ien)

Beweis.

(D4) Esseio.B.dAa#0= D(ay,...,au,...,0y,...,0p) (2 iD(al,...,ozau,...,ay,...,an) (2
éD(al,...,ozau,...,aau+al,,...,an) (2 D(ay,...,au,...,qa, + ay,...,0,) =
(D4) gilt

(D5) ai,...,a, sind La = v € {1,...,n} mit a, = 37 a,a, = D(ai,...,a,) (2

D(ay,...,ap = 3, auay,...) = D(...,0-0,...) = 0D(...,0,...) = 0 = D(5)

gilt

(D6) D(...,au,...,a,...) (Dz4)D(...,a#,...,al,—aﬂ,...) (Dzz)D(...,a#+a,,—au,...,a,,—
Q- ) (2 D(...,ap,...,ap — ay,...) 22 D(...,ap,...,ap —ay — ay,...) =
—D(...,ay,...,a,,...) = Es gilt (D6)

(D7) a) a1,...,a,sindLu. = Lin(ay,...,a,) = K" alsoa =7, a,a, = D(...,a,+

(D4) (D1)

D(..yay + avay,..) "2 (14 a,)D(A) = D(A) + a, D(A)
2 DAY+ Do Lo+, .. ) = D(A)+

a,...)
D(A)+D(...,a,a,,...)
D(...,a,...)
b) ai,...,a, sind La. = D(A) =0
ioay,...,ay_1,0y41,...0y la. = D(A)=0und D(...,a,...) =0

. ay,...,a,_1,au41,...0, Lu. = a, = Zziya“a# = D(...,a,+a,...)=
D(...,Zziyauau—l—a,...):D(...,a,...)—i—DE?)

(D8) a, = Dot Qe Y = 1,...n, ln)(A) = D<ZZ1=7% A1y -5 Dy -1 €)=
Y=t Gt Dlepsaz,ooovan) =320 a0 QD (€ ep,)
_J o falls (p1, ..., pin) & Sn(D5)
Dl ---s ) = { signo  falls (py, ..., tn) € Sp(D6)
— det A- D(I)
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Beweis von Satz 2.1: (i) Die Abbildung D : K™ — K erfiillt (D1), (D2) und (D3)
= Lemma (D8), D(A) =det A- () =det A
(ii) D(A) = det A gemé&f Definition 2.1

(D1) det(...,aa,,...) =) cq SiENTAI-1(1) "+ Qlg-1(1), - - ; Ag—1(n)n = @ det A

(D2) det(...,a, +ay,...) = > cq signoar ..., (ae-10) + Go1)u) - - - Qo1 (n)n =
det A+det(...,ay, ..., ay,...)mitdet(... au, ..., qu...) =3, signo...
—det(...,a,,...,a,,...)

(D3) det I = Zaesn sign 0'(510(1) . 6ng(n) = sign id-1=1

sign(oo(uV:)):— sig

]

Bemerkung: Die Rechenregel (D7) besagt: Fiir festes v € {1,...,n} und feste Spalten
A1y ey Qy1, Qyil, - - - Ay 1St die Abbildung F'(x) := det(aq,...,ap_1,%,ap41,. .., 0,), K" —
K linear (also ein lineares Funktional). Fir 2 x 2-Matrizen A = (ay,as), B = (by,b2) €
K*?% gilt det(A + B) = det(as + by, as + by) = det(ay, as + by) + det(by,az + ba) =
det(ay, az) +det(ay, by)+det(by, ba)+det(by, az) = det A+det B+det(ay, by) +det(by, az)

Beispiele: A = (a,,) € K™*™ Berechne det A mit Definition 2.1 (Leibnizformel):
(i) n=1:det(ay) = a;
(ii) n=2: Sy = {(12), (21)} = det A = 1 - aryaz + (—1)arsaz

(i1i) n = 3: [Platzhalter]

Proposition 4.2.1. Fir jede Matriz A = (a,,) € K™" gilt:
(i) det(A) = det(AT)

(i) det A = aqia9s ... an,, falls A eine obere (oder untere) Dreicksmatriz ist, d.h.
ay, =0 fiir p>v

Folgerung: Wegen (i) gelten alle Rechenregeln auch fiir Zeilen statt fiir Spalten
Bewezs.
(i) det A=3" g SIgN 01601 - - - Uno(n) = Y g-1cg, SIBNOUIG(L) - - - Uno(n) = D, 1cg, SN o a1 - -
ZU*lGSn Sigﬂ U_lagfl(l)l o Qo= (n)n D:ef det(AT)

(i) o #id & v € {1,...,n} mit n > o(v)) = 0a1,0) .- Qo) = 0 = det A =
> ves, SIENTA14(1) - - - Ano(n) = signid ary ... apy =1day; .. . Gpp

]
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Bemerkung: Berechnung von det A mit dem GauB-Algorithmus
Die Leibniz-Formel (Definition 2.1) enthdlt n!-Summanden/Produkte so dafi die nume-
rische Auswertung von det A mittels dieser Formel (auch mit Computern) fir ,grifiere®
n (etwa n > 30) unmdglich ist. Aufgrund der Rechenregeln (D4) [fir (Z1)] und (D6)
[fiir (Z2)] und von Proposition 2.1 (ii) ldsst sich die det A effizient mit dem Gauf-
Algrorithmus berechnen

[Anzahl der Rechenoperationen(=multiplikationen): ~ >, _ k* ~ %3

Beispiele:
0 21\ (1 32 1 3 2 13 2
Ml 32]1%(o0 21]=(0o 2 1|]=|02 1
2 -1 0/) 9\ 2 -10 0 -7 —4 00 -1
SdetA=1-2.(—1)(-1) =1

(ii) [Platzhalter]

Satz 4.2.2 (Determinantenmultiplikationssatz). Fir Matrizen A, B € K™*" gilt:
det AB =det A - det B

Beweis. Es sei A eine fest vorgegebene Matrix. Wir betrachten die Abbildung D(B) :=
det(AB)K™" — K fiir (by,...,b,) € K™ Wir zeigen D(-) besitzt die Eigenschaften
(D1) und (D2) von Satz 2.1

(D1) D(by,...,ab,,...,b,) = det(Aby,..., Aab,,...,b,) = aD(B)

(D2)
(D2) D(... b, +by,...) =det(Aby, ..., A(b, +b,),..., Ab,) D (B)
Ab,+Ab,,

Mit Lemma und (D8) folgt D(B) = D(I) -det B = D(AI)-det B =det A-det B O

Satz 4.2.3 (Regularitat, 2. Teil). Fine Matric A € K™ ™ ist genau dann requldr falls

die det A # 0 ist und dann gilt det(A™ = detA

Bewezs.

(i) A ist regulir = JA™' € K™ mit AA™ =1 = 1 = det] = det AA™! =
det A-det A7 = det A # 0 und det(A™) =

(ii) A sei nicht regulir = Rang A < n, d.h. die Spalte von A sind linear abhéngig
= det =0

]
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4.3 Entwicklungssitze

Definition 4.3.1. Fir eine Matriv A = (a,,) € K™ und p,v € {1,...,n} heifit

a1 <o AQ1(w—1)  O1(w+1) .- Ain
die Unterdeterminante D,, = det =101 Up—1)n ein
A(p+1)1 A(u+1)n
Qn1 cee Opp-1) Qn+1) --- QAnp
Minor von A und A,, = (—1)"*"D,,, heifit das algebraische Komplement von a,,
0 21
Beispiel: A= 1 3 2 ,detA =1 und DH = 2,D12 = —4, D13 = —77 D21 =
2 -1 0
2 4 -7
1,Dyy = —=2,Dg3 = —4,D3; = 1,D35 = —1,D33 = —=2,(A,) = | -1 =2 4 | =
1 1 -2

(A—l)T

Lemma. Fir A= (a,...,a,) € K™ und p,v € {1,...,n} gilt A,, = det(ay,...,a_1,€,, a1, ..

(D4)

Beweis. det(ay, ..., ap_1,€u, Qui1,...,an) = (=1)""Tdet(ey,ar, ... ap-1,0041,...,0,) =
1 aMl Ce a“(y,l) a”(y+1) Ce &lm
0 11 cee Q1(p-1) A1(w41) .- GA1n

_ _ ' ’ : Prop 3.1 v
(=) Y(=1)*"tdet A(u—1)1 Au—1)n 23 (—1)r D, =
(u+1)1 A(p+1)n

0 An1 . an(,,,l) an(l,+1) c. Apn

A O

Proposition 4.3.1. Es seien 1 < k < n,A € K"k B e Kn-kxn=k ¢ c K" Dann

4 C ) =detA-det B

qilt fiir die sogenannte Blockmatrix det ( 0 B

. A C .
Beweis. det( 0 B ) = det(w) = Y cq, SIENOQI1)  Qno(n) [Q1o(1) ** Ano(n) =

0 falls v > k mit o(v) < k, sonst fallso(v) > kVv < k dh. o = pormit o € S,, 7 €
Sn—k| = ZpESn ZTeSn,k sign psign Taip1) - - - Qrp)bir(1) - bnekrn—k) = det Adet B O

Beispiele:
1 -3 4 2
. 2 4 -8 17 2 -3 -3 1
(i) det 0 0 -3 1 —det<2 4>-det< 5 _4>_14*9_126
0o 0 3 —4
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4 11]0| 7 -3
1 0/0/-1 0 i‘l(l)_z_g 1 0
(i) det | 1 2]2]=5 6 | =2(—1)*"3det =2.=3(—1)*det [ 4 3
4 3 1[0
4 3/0] 1 0 5 4 3l o 2 —4
2 —4|0| 3 0
6-35 =210

Satz 4.3.1 (Entwicklung nach Zeilen und Spalten). Fir A € K™" giltdet A =", a,, A,
firv=1,...,nund Y '_ auAu firp=1,...,n und allgemeiner gilt: Y " _ 4, Ap, =
Oppdet A Vu,k=1,...,n

Bewezs.

(i) Firv =k € {1,...,n}ista, =3 _, aue, und esfolgt det A = det(ar, ..., > /| auep, ..., a,) =
S det(ar, . ey an) FEY AL, = det A

(i) Firv £k e {1,...,n}gilt 0 =det(...,> 0 auey, . a,...) =D 0 audet(ar,...,v,... a4,

ZZ:I Ak
= ZZ:I aukAuk = 51/k det A
Die andere Formel [Entwicklung nach Zeilen| folgt aus Proposition 1.1 (i) O
1 0 -1
Beispiel: det [ 4 3 1 | =1-1240-(=1)10 + (=1)(—22) = 35
2 -4 3

Satz 4.3.2 (Cramersche Regel, 2. Teil). Es seien A € K™ reguldr und b € K™. Dann
gilt:

(i) A = 2= (A,)" (Formel fiir inverse Matrix)

(1)) Ax =0 firx = (z,) € K" mitz, = dEt(""aagtlﬁ’a”“"” firv=1,...,n (Cramersche
Regel)
Beweis.

Cram. Regell

(i) Areguldr det A # 0 und mit Satz 3.1 folgt: I = (0) = Tz Doy G Ak =
T e auV(Auk) = AlgazAm)"

(ii) A regulir = Ax = b besitzt eine eindeutige Losung, né,mlich T, = (A 1b)
deﬁ ZZ:1 buAu, = deﬁ Zzzl budet(...,ap_1,b,ap41,...) = detA det(.. )

]

Bemerkung:

—a21 ai

2x2 Q22  —ai2
(i) Es sei A € K**? regulir == o ( )
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(ii) Allgemeiner Laplacescher Entwicklungssatz [siche Niemeier-Wermuth p. 83 Satz

4.2.2]
Beispiele:
1 0 -1 13 4 3
(i)A=14 3 1 =A"1=4-105 -5
2 -4 3 —-22 4 3
(i) Losen des Gleichungssystems x + 2y + 4z = 1,y + 2z = 3,—x = 4 mit Cra-
1 2 3 1 2 3
merscher Regel det 01 2 = —-l,x = _ildet 31 2 = -4y =
-1 0 0 4 0 0
113 11 3 1 21 1
det 0 3 2 |=det| 0 3 2 |=12=—det 01 3 |=—det]| O
-1 4 0 05 3 -1 0 4 0

Proposition 4.3.2. Es sei A € R™" requldr und ganzzahlig d.h. a,, € Z¥u,v. Dann
gilt A7! ist ganzzahlig < det A € {1, —1}

Beweis.

(i) A~ ganzzahlig = 1 = det(AA™!) = det A - det 121_1 = det A =1 oder —1
S S

(i) SeidetA e {-1,1} =A™ = = (A,,)" = A" ganzzahlig

€L

]

Proposition 4.3.3. Es sei A € K™*" mit r = Rang A € N. Dann besitzt A eine r X r-
Unterdeterminante die # 0 ist und alle (r + 1) x (r +

1)-Unterdeterminanten = 0 oder
r = min{m,n}.

Beweis.

(i) A besitzt eine r x r-Unterdeterminante # 0, 0.B.d.A A = B mit det B #

0. Die Spalten von B sind l.u = diesselben verldngerten Spalten von A sind auch
lu. = Rang A > r

(ii) Nun sei Rang > r = A besitzt mindestens r Lu. Spalten, 0.B.d.A. die ersten

R . .
r = Rang(ay,...,a,) =7 “2E* Die Unterdeterminante (a, .

.., a,) besitzt r Lu.
Zeilen = Jr x r Unterdeterminante # 0

[]
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5 Diagonalisierbarkeit

Motivierendes Beispiel (Fibonaci Zahlen): Diese Zahlen sind rekursiv definiert durch
_ _ _ _( Fk) 2
FO)=0,F(1) =1,F(k+2) = F(k)+ F(k + 1). Setze z; = ( Flk+1) ) € R°.
. (0 B F(k+1) (01 Ak e
Dannglltzo—<1>,zk+1— (F(k;+ )—1—F(k‘)>_<1 1)zk:>zk—Azofur
k=0,1,2,... und den Matrixpotenzen A - ...- A(A°:=1)

k.mal
— Problemstellung: Berechne die Matrizpotenzen A™ einer gegebenen quadratischen Ma-

trix

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.1.1. Es sei A € K™*". Fine Zahl \ € K heifst ein Eigenwert von A, falls
es einen Vektor x € K™ gibt mit Az = Az und x # 0, und dann nennt man x einen
Eigenvektor

Satz 5.1.1 (Charakteristische Gleichung). Fine Zahl A € K ist genau dann ein Eigen-
wert der Matriz A € K™, wenn gilt det(A — X) =0

Beweis. Av = v = Mz < (A—M)x =0 < v € Kern(A— AI), A ist ein Eigenwert von
A< Kern(A— M) # {0} Cramerfeg LTl 4 NI ist nicht regulir & det(A—X) =0 O

Beispiele:Az(O 1>—Mz>det<_/\ ! ):)\2—)\—1:0:>)\1:1+ng

11 1 1-2X 2
1.618034 ... = ,Goldener Schnitt*, \y = 1*2\/5
(A_ )\1/[)51/ = O = ( _f\y 1_]'>\ )51/ fUT Sy = <; >’ A(817S2) = A(Sl,SQ) —
A O
()\81, )\82) = (81, 82) 01 )\2

o (1N (M0 -1 1 )\2 -1 1 B

D& A=SDS! !

AF = A A= (SDSH)(SDS™) .. (SDS (SDS ) = SDkS~!, Dk = ( Aol fk ) =
2

; 1 1 N A0 -1 1 (1N —} _

P\ 1) 0 Ak 1 M1 A A

F(k 5

( F(k(—i—)l) ) = F(k) = \/Lg [(Hf) (1 f)’f] = Formel von Binet

k
1 (1+V5 F(k+1) 1+5
F(k) — 75 ( +2 ) s F(k) — +2
Lose die Rekursion a,i3 = 9a,10 — 260,49 + 24a, firn € Nyg,ag = 0,a1 = 0,0, =1 =

a3:9,a4:55
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ay 0 0 01
=zi=| arr | =20=1| 0 |, und 2z, = A¥z fiir A= 0 01
Qfi2 1 24 —26 9
—A 1 0
det(A — \I) = det 0 - 1 —A)+26]+24 = -\ — 9\ —
24 =26 9— A\
26)\+24:—()\—>\1)(>\—)\2 /\—)\3):>)\1—2)\2—3>\3 4:>(A )\)SV:
-\ 1 0 )\1 1 1 1
0 =\ 1 |s,=0mits, = )\Z = S:=(51,82,83)=| M A A3 | =
24 =26 99—\ )\g PYEDYEDY!
A0 0
= SDkS'zy = SD*x mit v = S 'z d.h. Sx = 2zy,D = 0 X O =
0 0 X3
11 1[0 11 1|0 11 1]0 :
2 3 410 — 01 2]0 — 01 20 = xr = —1 = ap =
49 160 05121 00 2|1 :
280 :
(11 1) 0 3 1) $oF — 3k 4 24F
0 0 4k %

Definition 5.1.2. Fir eine Matriz A € K™ heifit Po(\) := det(A — AI), das charak-
teristische Polynom von A

Proposition 5.1.1. Fir A € K™ ist P4()\) ein Polynom vom Grade n, genauer gilt
PaN) =30 g\ = (=A)"+ an g A" oA 2+ 4ag mita, € KVr =0,...,n

v

und a, = (=1)" #0,a,1 = (=1)""(a + agy + ... ap,) = (—=1)""" Spur A

aig — A Q12 cee Q1n
a s — A ... Qon
Beweis. Pa()) = det a0 . ? = (=N 4 (NN al +
QAp1 C cee App — A

a2+ ...+ an)+ ...+ ap (mit ag = det A)
Ubung: Es sei A € K™ und S € K™ reguldr. Dann gilt: Pa(\) = Pg()\) fiir

B=S"1AS

Bemerkung: Es sei P ein Polynom (P € Klz]|) und sei A\ € K mit P(A\) = 0. Dann
folgt mit Polynomdivision: P(x) = (v — A\)Q(x) mit Q € K[x]. Daher ist folgende alge-
braische Vielfachheit wohldefiniert.

Definition 5.1.3. Es sei A € K™
(i) o(A) ={ Eigenwerte von A} C K heifft Spektrum von A

(ii) Eig(A,\) = Kern(A — A\I) := {z € K"|Az = Az} heifit Eigenraum von A\ fiir
Ae K
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(7ii) p(N\) = dim Eig(A, \) heifst die geometrische Vielfachheit von A € K

)
(iv) n(\) heifst die algebraische Vielfachheit von A € K, falls gilt Pa(z) = (z —
N"NQ(z) mit Q € K[x], so daff Q(N) # 0

Bemerkung: Fir A € K™" gilt also:
(i) A besitzt hochstens n Eigenwerte (gemdf§ obiger Bemerkung)
(ii)) A € a(A), d.h. X ist ein Figenwert von A< p(A) > 1< n(\) <1

(iii) p(A) = n — Rang(A — \I) fir A € K gemdff Dimensionsformel (Kapitel II Satz
5.1)

(i) Z)\EU(A) n(A) <n
(v) p(A) = Mazimalanzahl von l.u. Vektoren zum FEigenwert \ fiir A € o(A)
Proposition 5.1.2. Fir A€ K™" und A € K gilt: p(A < n())

Beweis. Es sei r:= p(\) Zu zeigen Py(z) = (x — \)"Q(x) mit Q € K|x]

. Basiserg. .
= 3 Lu. Vektoren sq,...,s, mit As, = As,Yv =1,...,7 = ° 3 Basis (5,...,5,) von

K" dh. S = (sq,...,s,)istregulir = S™1(AS) = S~ 1(Asy,... As,) = S (Asy, ... As,, Aspp, - -

MSXT 2 = Pa(x) = Ps-145(2) = (A — z)"Pe(x)
Folgerung: > p(A) < n(A) <nund > p(A) =n= p(A) =n(AVA e K O

Proposition 5.1.3. Fir jede Matrix A € K™" sind FEigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten von A lu.

Folgerung: m := )" Neo(A) p(A\) = die Maximalanzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren
von A

Beweis. Es seien \,...,\,, € K paarweise verschiedene Eigenwerte und sq,...,s,, €

K™ mit As, = \,s,. Z.7. S1,..., Sy, sind Lu.

Induktion nach m € N:m =1:s; # 0, weil s; ein Eigenvektor ist.

m — m+ 1 : Z:fjll a,s, = 0 = 0= A0 = Z,anll a,As, = Zznjll a,\,S, =

ZT:; A SpAmi1 = 0=>"""  a, (A, — Apy1)sy = g = ... = ay,, = 0, da sq,... 8, nach
#0

Induktionshypothese linear unabhéngig sind = a,,115m11 = 0 = a1 = 0,das,, 11 ein
Eigenvektor ist. O]

Eine Konsequenz von Proposition 1.3 ist das

Korollar 5.1.1. Die Matrix A € K™*™ besitzt n verschiedene Figenwerte, dann besitzt
A n. linear unabhdngige Figenvektoren:

Beweis. > p(A) >n O
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5.2 Diagonalisierbarkeit und Matrixpolynome

Definition 5.2.1. Fine Matrix A € K™ heifit diagonalisierbar, falls eine reguldre
Matriz S € K™™ und Zahlen \i,...,\, € K existieren, so dass gilt: ST1AS = D =
A1 0
diag(Ay, ..., A\y) = ., ist eine Diagonalmatrix
0 An

Folgerung: P4(\) = Pp(A) = (=1)"(A — A)(A — Ag) --- (A = \,), d.h. Py zerfillt in

Linearfaktoren, und Ay, ..., \, sind die Eigenwerte von A inklusive ihrer algebraischen

Vielfachheiten

Proposition 5.2.1. Es seien A € K™ \,..., A\, € K und S = (s1,...,8,) € K™"

sei requldr. Dann gilt:S™'AS = D = diag()\,) genau dann, wenn gilt: As, = \,s, fiir

v=1,...,n, d.h. die Spalten von s sind l.u. Eigenvektoren von A mit den entsprechenden

Diagonalelementen A, von D als zugehorigen Figenwerten.

Beweis. S—1AS =D < AS = SD d.h. AS = A(sy,...,s,) = (Asy,...,As,) = SD =
/\1 0

(S1y.-y8n) = (A151,A282, ..., AnSp) < As, = \s,Vr=1,....n O
0 An

Korollar 5.2.1. Eine Matrix A € K™" ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n
linear unabhéngige Figenvektoren besitzt.

Folgerung: Eine Matrix A € K™*" mit n verschiedenen Eigenwerten ist stets diagona-

lisierbar
Beispiele:
Al 0
A1
(i) Jordan-Block: J = J(\) = € K" \e K = Py(z) =
A1
0 A
(=1)™(x — N)", d.h. o(J) = {A},n(A) = n und p(A) = dimKern(J — \I) =
0 1 0
dim Kern O = 1= J ist nicht diagonalisierbar fir alle n > 2
0 0
3 6 7 3—X 6 7
(ii)) A = 0 0 1 |,Ps(N) = 0 —A 1 = (=AM =947 —
-1 -2 -3 -1 -2 =3-2A

1B = N)(=2) + 6] = =X3 = o(A) = {0},n(0) = 3,p(0) = 1, d.h3 nur 1 Lu.
Figenvektor = A ist nicht diagonalisierbar
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7 =5 =2

(iii) A= =5 7 =2 | =AT
-2 -2 4
Pa(A) = (T= M7 =N = A) =4 +5[(=5)(4 = A) — 4] = 2[(=5)(=2) + 2(7 -
N = (7= XN)[A2 = 11X\ + 24] + 5(5) — 24) — 2[-2\ + 24] = —N3(7 — 11)\? +

(=TT =244 25+ )X = (—N\)(A\? = 18X+ 72) = —A(\ — 6)(\ — 12) = FEigenwerte:
A =0, =6,\3 =12 = A ist diagonalisierbar

7 =5 =2 0 1
(A=XD)s;=| =5 7 =2 |s;=| 0 | firs;=1| 1
-2 =2 4 0 1
1 -5 =2 0 1
(A — )\2])82 = -5 1 -2 S1 — 0 fUT’ S9 — 1
-2 =2 =2 0 2
-5 =5 -2 0 1
(A — )\3[)83 = -5 -5 =2 S3 = 0 fﬁ?" S1 = —1
-2 -2 -8 0 0
00 O 1 1 1
=S1AS=(06 0| firS=(1 1 -1
0 0 12 1 =2 0

Satz 5.2.1 (Matrixpotenzen). Es seien A € K™" \y,..., A\, € K und es sei S € K™
regqulir, so dass gilt: STAS = D = diag(\,)
Dan gilt: A" = S - diag((\,)")S™! Vr € Ny (wobei A° :=1)

Beweis. ST'AS = D = A = SDS! und es gilt: D" = diag(A\],...,\") = A" =

(SDS™Y)(SDS™)...(SDS™!) = SDrS~! O
7 —5 =2 1 1 -1
Beispiel: A = -5 7 =2 ],0(A) ={0,6,12},S =1 1 1 |, (Gaup-
-2 -2 4 1 -2 0
2 2 2
Algorithmus) = S~ = ¢ 11 -2
-3 3 0
1 1 -1 0 O 0 2 2 2 1 1 -1 0 (
A =1 1 1 ])loe o 11 —2]=1 1 1 0 6
1 =2 0 0 0 127 -3 3 0 1 =2 0 —3-12" 3-12

6"+3-12" 6-3-12" —-2.6"
6" —3-12" 6+3-12" —2-6"
—2-6" —2-6" 4-6"

D=

Definition 5.2.2. Fiir ein Polynom Q(z) = .\ _ a2’ € Kz] und eine Matriz A €
K™™ ist das Matrixpolynom Q(A) definiert durch: Q(A) = Z,l/:o a, A" € K"
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Korollar 5.2.2. Es seien @ € Klz| ein Polynom, A € K™" A\,....\, € K und
es sei S € K™™ regulir, so dass gilt: ST*AS = diag()\,). Dann gilt: Q(A) = S -
diag(Q(M), ..., Q(\,)) - S

Beweis. Q(A) = !, _a,An 2 Y a,S-diag(Ar, ..., A)STE = Sdiag(Y, o auM)-
51 0

Folgerung: ()(A) besitzt (inkl. algebraischer Vielfachheiten) die Eigenwerte Q(A), ..., Q(A\,)

Satz 5.2.2 (Hamilton-Cayley). Es set A € K™™ mit charakteristischem Polynom

Pa(x) = >, auat = det(A — o).

Dann gilt: Pa(A) =0= 3 _,a,A" € K™"

Beweis. GemaB der Formel fiir die inverse Matrix [Cramersche Regel 2. Teil, Kapitel

4 Satz 3.2] gilt fiir v ¢ o(A) : (A —xl)"'Pa(z) = 370~ o 2#B,, mit gewissen Matrizen

B, € K" = [Py(zx) =37 a2l = (A —xl) Zzzl B, z" = Koeflizientenvergleich
Ar anl = =B, )
Art anl = Aanl — B,

: : — : Pa(A) =357 ja, At = (=A"By,—1) + (A"B,_1 —

. : = =0
Al 041[ = ABl BO
I Oé()] = ABO
Anian_Q + ...+ (A231 AB()) —f- AB() =0 kv
6 7 2 4 6 000
Beispiel: A = 0 1 = A? = —1 -2 -3 |, 4% = 00 0
-2 -3 0 0 O 0 00

Beachte Py(z) = —x3 Ham Caley

Definition 5.2.3. Das Minimalpolynom ma(z) = > 7", Bu2" € Klz] einer Matriz
A € K™ ist das normierter Polynom P € Klx| kleinsten Grades mit P(A) = 0, d.h.
es gilt By, = 1,ma(A) = 0, und fir alle Polynome P(x) € K|z]\ {0} mit P(A) =0 und
GradP > Gradmy

Bemerkung:
(i) Es gilt 1 > m > n (nach Caley-Hamilton)

(71) Polynomdivision mit Rest: Fir P(z) € K[z| und Q(x) € K[x] \ {0} g¢ibt es (ein-
deutig bestimmte) Polynome q(x),r(x) € K[z|, so daf$ gilt
P(z) = q(z)Q(x) + r(x) mit Gradr(x) < GradQ(z)
Man sagt Q(z) teilt P(z), Q(x)|P(x) falls r(x) =0, dann gilt ggg =q(z) € K|[z]

(iii) Wir sagen: FEin Polynom Q(z) = ZL:O a,a* € Kz, a; # 0 zerféllt in Linearfak-
toren, falls \1,..., N\ € K existieren so dass gilt Q(z) = aj(x — A1) ... (x — N),
und dann gilt offenbar Q(A) = aj(A — MI)(A = XoI) ... (A= NI) fir Ae K™
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(iv) Im Folgenden ist stets o(A) = {A1,..., A} C K das Spektrum der Matriz A €
K™™ mit den paarweise verschiedenen Figenwerten \i,...\x von A

Proposition 5.2.2. Es sei A € K™ mit Spektrum o(A) = {\1,..., A} C K und
Q(z) € Klz| ein Polynom mit Q(A) = 0. Dann gilt Q(\) = OVA € o(A) und somit
(x = A1) (2 = M) |Q()

Beweis. Essei A € 0(A) = Js € K™\ {0} mit As = As = Fiir p € Ny gilt A*s = M's =

0=Q(A)s = ZL:O a,Ats = EL:O a s =Q(N)s=0=Q(\)=0,das#0 O
Folgerung: k < m <n und k|m und m|n nach Proposition 2.3
7T =5 =2
Beispiel: A= | =5 7 =2 | mit o = {0,6,12} = ma(A) = z(z — 6)(x — 12) =
-2 =2 4
—PA(SE)

Proposition 5.2.3. Seien A € K™ mit Spektrum o(A) = {A\,... \x} C K und
Qz) = ZL:O a,zt sowie X € K. Dann gilt:

(i) Q(A) = 0= ma(@)| Q) dh. Ig € Kla] mit Q(x) = ma(x) - g(a)
(ii) ma(z) ist eindeutig

(iii) ma(\) =0 & X € o(A)

(iv) (&= A)(x = Xo)--- (& — N)lma() und ma|Pa(z)

Beweis.

(i) Gemaf Division mit Rest Jg(x),r(z) € K[z] mit Q(z) = q(x) - ma(x) + r(z) mit
Grado(x) < Gradma(z) = r(A) = Q(A) — q(A)mus(A) =0=7r(A) =0=r=0

(ii) m(x) und m(x) erfiillen Definition 2.3 = m(A) = m(A) und Gradm = m und m, m

sind normalisiert Grad(m—m) < Gradm(z) und m(A)—m(A) =0= (m—m) =0

(iii) A € 0(A) = ma(A) =0 = ma(z) = (r—N)g(x) mit ¢(x) € K[z] und Grad(q(z)) =
Grad(ma(z)) — 1,0 = ma(A) = (A= A)q(A) = ¢q(A) # 0 (da Gradg < Gradm )
= (A — AI) nicht regulir = det(A —A) =0= X € g(A)

(iv) (x—=A1) - (x—Ag)|ma(z) gemaB Proposition 2.2, weil ma(A) = 0 und ma(x)|Pa(x)
geméaB (i), weil P4(A) = 0 nach Caley-Hamilton

]

Satz 5.2.3 (Diagonalisierbarkeit). Es sei A € K™*"™ mit Spektrum o(A) = {A1,..., \} C
K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) A ist diagonalisierbar
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(ii) A besitzt n linear unabhdngige Eigenvektoren
(iii) Pa(x) zerfdllt in Linearfaktoren und es gilt p(\) = n(A)VA € K

(iv) ma(x) zerfdllt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen ma(x) =
(x = A1) (z— )

Beweis.
(i) (i) © (i9): gemaB Korollar 2.1

(ii) (i) = (#44): A diagonalisierbar = > . p(A) =n = > n(A) =n = Py(x) zerfillt
in Linearfaktoren.

(13i) = (i): Es gelte (iii) = > n(A) =n und p(A) =n(A) = > p(A) =n = (i)

(iii) (i1) = (iv): Es sei ST'AS = diag(A1,...,\,) und P(z) = (x — A) -+ (x — \g,) =
{Mv=1,...,n} =c(A) = P(\,) =0 = P(A) = Sdiag(\y,...,\,)S ' =0=
ma(z) = P(A)

(1v) = (ii): Sei ma(x) = (x — A1) (x—A) = 0=ma(A) = (A= X\I)---(A—

Z.z. Eig(A, A1) + ... + Eig(A4, A\x) = K™ = Kern A,

Wir zeigen induktiv Kern A, C Eig(A4, A1) +...+Eig(A4,\,) furv =1,..., k wobei
A, =(A=X\NI)---(A=)\]T)

v=1:ze€KemnA;,0=A12=(A—-\I) & Axr = \z < x € Eig(A, \)

v - v+1:xz € Kern(4,41) = 0 = A, = AJ(A— Al = (A -
Moy1l)xr € Kern A, e {tve dz, € Eig(A,\,), d.h. Az, = N\2,Vu = 1,...,v
mit (A — A\, D)z =>" $u
Betrachte y = » + 377, /\u+1 -,

paarweise verschieden sind]

v 1 v vee 1
Ay = Al’ + Zuzl mAJfM - )\V+1x + Zu:l xu + Z/J/:l )\VJrl_)\‘u )\M'rﬂ

=M\t <x + mmu) =Ny =>y=a+y m% € Eig(A, A\py1) =
=y = mxu € Eig(A,\) + ... + Eig(A4, \,) + Eig(A, A\, 4+1) = Induk-

ptl
~——, |[Beachte \, — A\,41 # 0V = 1,...,v, da sie

tionsbehauptung
O
Beispiele:
1 -2 =2
(i) A= 0 3 2 |=Psuo)=>0-2)[B—2)(-3+2)+8 =—(z—1)>3*(x+1).
0 —4 -3
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0 2 =2 2 2 =2
Sei P(x) := (x—1)(z+1) mit P(A) = (A-D)(A+I)=| 0 2 2 0 4 2 |=
0 -4 —4 0 -4 -2
000
0 0 0 | = A ist diagonalisierbar.
000
1 00
A= 21 0 |,Pa(x)=—(x—1)2*(x—2),0(4) ={1,2}
00 2
0 00 -1 00 0 00
A-DA-20=[2 00 2 10 |=[ -2 £ 0= A ist nicht
0 01 0 01
diagonalisierbar = ma = (v — 1)*(x — 2)

5.3 Ahnlichkeit und Basiswechsel

Bemerkung: Matrizdarstellung linearer Operatoren [Kapitel 3.3, Satz 3.3.1] Es sei V
ein Vektorraum dber K mit dimV = n < oo und Basis B = (ay,...,a,) sowie F
ein linearer Operator, also F' € L(V, V). Dann gibt es genau eine quadratische Matriz
A € K™ [Matrizdarstellung bzgl. B = By = By] mit F(>._, awa,) =Y ., Bua,) mit
0 = Aa«.

Satz 5.3.1 (Basiswechsel). Es sei V' ein Vektorraum dber K mit dimV = n < oo
mit Basen B = (ay, ..., a,) und B = (@, . ., ay) und es sei F € L(V,V) ein linearer

Operator mit der Matrizdarstellung A und A € K™*".
Dann gilt A = S7YAS fiir eine requlire Matriz S € K™ "

Beweis. aq,...,a, ist eine Basis von V = a, = 22:1 Swa,Yv = 1,...,n mit einer
Matrix S = (su). @1, . .. a, sind linear unabhéngig = S ist reguldr.

Fire € Khgilte =)0 apa, =3 ) &, =D 0 &) S =D 0 (D0 Sww)a, =
Yo (Sa)a, = a=S5aea=5"a

Fx)=>"_Boa, =>_, B,d, mit f = Ao und 3 = Ad@ = und es gilt § = S3

(ST'AS)a = S "Aa =S8 =[=AdVa,a € K" = A= S"1AS O

Proposition 5.3.1. Ahnliche Matrizen besitzen dasselbe charakteristische Polynom, also
insbesondere diesselben Figenwerte

5.4 Der Fundamentalsatz der Algebra und komplexe Matrizen

Satz 5.4.1 (Fundamentalsatz der Algebra, GauB 1797). Jedes Polynom P(z) =3 "'_ a,a” €
Clx] vom Grade n € N besitzt genau n Nullstellen in C (inclusive Vielfachheiten).

Beweis. siehe Funktionentheorie O

Korollar 5.4.1. Jede komplexe Matriz A € C™*" besitzt mindestesn einen Figenwert

49



Korollar 5.4.2. Jedes Polynom P € Clx] zerfillt in Linearfaktoren.

Proposition 5.4.1. Es sei A eine komplexe Matriz mit charakteristischem Polynom
Py(x) =" apx” und Spektrum o(A) = {1, ... \g} C C. Dann ezistieren ny,...ng €
N so daf$ gilt Ps(x) = (=1)"(x — A)™ -+ (x — X\g)™ = (=1)"(x — A\y) -+ (x — \,) mit
n, = n(\,) fir v =1,...k73 \c,aynA) = n, sowie a, = (=1)", a0 = det(A) =
A A, (1) oy = Spurd =370 A,

Beweis. Satz 4.1, Korollar 4.1 und Proposition 1.1 O]

Bemerkung: Berechnung der Nullstellen eines Polynoms P(x) € Clz| vom Grade n
mittels einer Formel: n = 1: klar, n = 2: Mitternachtsformel, n = 3: Cardano 1545, n =
4: Ferrari 1545, n > 5 Es gibt keine allgemeine Formel (Nils Abel, 1824, Galoistheorie)

6 Euklidische und unitiare Vektorraume

6.1 Der Begriff des Skalarprodukts

Definition 6.1.1. Es sei V' ein Vektorraum tiber K = R oder K = C. Eine Abbildung
< oo >V xV — K heifit ein Skalarprodukt in V', wenn folgende Figenschaften
(Aziome) fiir alle a,b,c € V und alle Skalare o € K gelten:

(S1) (a,b+c) = (a,b) + (a,c) (Additivitit)
(S2) (a,ab) = ala,b) (Homogenitit)

(S3) (a,b) = (b,a) (Symetrie)
(S4) {(a,a) >0 und = 0 genau dann wenn a = 0

FEin Vektorraum mat Skalarprodukt heif§t ein Euklidischer Vektorraum, falls K = R, und
ein Unitarer Vektorraum, falls K = C (euklidischer/unitirer Raum)

Beispiele: kanonische Skalarprodukte
(i) V=R" K =R und (a,b) = a’b, (a,a) = 3 ._ a2 >0
(ii) V =C", K = C und {(a,b) = a’b, (a,a) = 23:1 la,|> >0
(iti) V = Cla,b], K = R und (f,q) = [ f(2)g(z)dx

Proposition 6.1.1. In einem euklidischen oder unitiren Raum V dber K gilt fir alle
a,b,c,a, €V und o, € K

(i) (b+c,a>=(b,c)+ (c,a)
(ii) {(oa,b) =a@(a,b)
(i11) {(a,0) = (0,a) =0
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(iv) (a, ZZ:l Q,a,) = Zﬁzl a,(a,a,) und <ZZ=1 Q) = Zﬁzlﬁu<aw a)

Bewezs.

(i) (b+c,a>=(a,b+c) = (a,b) + (a,c) = (b,a) + (c,a)

)
(ii) (aa,b) =b,aa) = a(b,a) = @(a,b)
) {a,0) = (a,0-0) =0(a,0) =0=0(0,a) = (0-0,a) = (0,a)
)

(iii

(iv) folgt induktiv aus (S1) und (S2) sowie (i) und (ii)

|a|| := \/{a,a),d(a,b) = |la — 10|

Proposition 6.1.2 (Parallelogramm-Gleichung). In einem euklidischen oder unitdiren
Raum V' gilt: |la + b||* + ||a — b||* = 2||a||?||0||*Va,b € V

Beweis. siche Ubungsaufgabe O]
Proposition 6.1.3. Es gilt fir a,b,e V
(i) {a,b) = 1 ([la+0b||* — |la — b||*), falls V ein euklidischer Raum ist

(i) {a,b) = 1 ([la +b||* — |la = b||* — il|a + ib||* + ||a — ib||?), falls V' ein unitirer Rauwm
ist (Polaristationsgleichung)

Beweis.
(i) 3 ({a+0b,a+0b) —(a—b,a—0b))=1((a,a) + (b,b) + (a,b) + (b,a) — (a,a) + (—b, —b) + (a, —b)
(ii) [Platzhalter]

]

Satz 6.1.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). In einem euklidischen oder unitiren
Vektorraum gilt:

[{a,b)| < |la]| - ||b]] Va,b €V mit Gleichheit genau dann wenn a und b linear abhingig
sind

Beweis. Es sei a,b,€ V und 0.B.d.A a # 0. Sei nun a = é >> Dann gilt
0 <o — aal|* = (b, b) + {aa, aa) — (b, aa) — {aa, b)

= oy ((a,a)(b,0,) + {a,0)(b, a) — (a,b)(b,a) — (b,a){a,b)) =
= 0 < [la|?[Ib]]* - [{a, )

llal*o1? = [a, b)f?

= |{a,b)|* < ||a]/?||b]|* mit =< b = aa, d.h. @ und b sind linear abhéingig O
Folgerung:
(i) |30 ab) < /S a/>n_, by fiir alle a,b € R*(n = 3, Ubung Aufgabe auf
Blatt 11)
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(ii) | [ f@)g@)de] < \/[7 f2@)dey/ [! g?(@)de fiir f.g stetig in [a, ]

Definition 6.1.2. In einem euklidischen Raum V heifit ¢ = Z(a,b) := arccos (ﬁ—ﬁ%)

der Winkel zwischen a,b € V' \ {0} (Beachte % € [-1,1] gemaf$ Satz 1.1 (C.-S.))

Proposition 6.1.4. In einem euklidischen oder unitiren Raum V dber K gilt fir alle
a,beV,ae K

(N1) ||a+b| < |a|l + ||b]] (Dreiecksungleichung)
(N2) [laall = [al||al]

(N3) |la|| > 0 und =0 genau dann wenn a =0
(N1) [la+ ]| > |[lall - (o]l

Beweis.

C-S
(N1) fla +bl* = (a,a) + (b,b) + (a,b) + (b,a) = [lal® + [|b]* + 2R < a,b << [lal* +
161> + 2[lall 16 = (llall + [1B1))?

(N2) [|aal® = a{a, a) = |af*|al?
(N3) wegen Definition 1.2 und (S4)
(N1) llall = lla+b =8l < [la+ 0] + o] = a+0bll > [[la] — 1]l
[

Bemerkung: Finen Vektorraum V iber K = R oder K = C mit einer Abbildung || - || :
R — K, die (N1)-(N3) erfillt, heifit ein sog. normierter Raum (vergleiche Funktional-
Analysis)

6.2 Orthogonalitat

Definition 6.2.1. Es sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum. Man nennt:

(i) a,b €V zu einander orthogonal, falls gilt (a,b) =0 (Schreibweise a_Lb)

(11) {a,} CV ein(e)
e Orthogonalsystem (OGS), falls gilt a,La,Vu # v

e Orthonormalsystem (ONS), falls zusdtzlich gilt ||a,| = 1Vv, d.h. (a,,a,) =
OV, v
e Orthogonalbasis (ONB), falls sie ein ONS und eine Basis von V' ist

Bemerkung: 0LlaV eV
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Beispiel: {e,...,e,} ist eine Orthonormalbasis des R™ oder C™ bzgl. des kanonischen
Skalarprodukts

Satz 6.2.1 (Pythagoras). In einem ecuklidischen oder unitiren Raum V gilt fir alle
a,b € V: |la+b|* = lal* + ||bl]* falls aLb

Beweis. ||a+b||> = ||a|* + ||b||* + {(a,b) + (b, a) = ||a|* + ||b||? O

Folgerung: Es sei {a,} ein OGS, dann gilt:

1> 0= cwan|” =320 |aw[*llay|?
Insbesondere >'_ |a,|* wenn {a,} ein ONS ist.

Proposition 6.2.1. Jedes Orthogonalsystem {a,} mit a, # OVv in einem euklidischen
oder unitiren Raum ist linear unabhdingig, insbesondere jedes Orthonormalsystem

Beweis. 32,y aay, = 0= (a,,0) = {au, D) oway) =35 1 oy, av) = au)ay, ay) =
a, = 0,da(a,,a,) > 0,daa, # O0Vp =1,...,n = {a,} ist linear unabhéngig. ]

Satz 6.2.2 (Gram-Schmidt). Jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitire Raum
besitzt eine Orthonormalbasis.

Der folgende Beweis liefert das

Korollar 6.2.1 (Orthonormalbasisergianzungssatz). Jedes Orthonormalsystem in ei-
nem endlich-dimensionalen euklidischen/unitiren Raum kann zu einer Orthonormal-
basis ergdnzt werden

Beweis. konstruktiv mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren
Essei {b1,...,b,} eine Basis des vorgegebenen endlich-dimensionalen Vektorraum gemés
Kapitel 1 Korollar 4.3 bzw. die Ergdnzung eines vorgegebenen ONS {by, ..., b, } zu einer
Basis {b1,...,bm,bmi1,- .., by} (beachte Proposition 2.1) (geméfl Kapitel 1 Satz 4.3)

Wir konstruieren rekursiv eine ONB {ay, ..., ax} der Unterrdume Uy = Lin{by, ..., bx}
firk=1,....,nbzw. fir k=m+1,...n, wobeia, =b, firv=1,...,n

ay :=by,a; := mdl (a1 = by # 0, denn b; ist linear unabhéngig)

aps1 = bry1 — Z’;:l<ay,bk+1>ay und a1 = mdkﬂ (agy1 # 0, weil by, ..., bkyq Lu.
sind) fir k=1,...,n—1 (bzw. k =m,...,n— 1)

= {a,} ist Basis von U; = Lin{b;}. Nun seien {ay,...,a;} eine Basis von U, gemé8
dieser Konstruktion.

= {aj,...,ax 1} ist eine Basis von U1 = Lin{by, ..., bx1} geméB dem Austauschlem-

ma (Kapitel 1.4). Weiter gilt (a,,a,) =6,,Vv,u=1,... kund ||ay1]| = 1. Es bleibt zu
zeigen:

~ ~ Ay ,ay :6MV
G La Y =1,k (@, @) = (au, brer) =S n_ 1 (@, bt ){aw, a,) ooy (@, brg1) —
(au, 1) —OVu=1,....k O
Bemerkung:
(i) Das Verfahren bricht genau dann ab, wenn gilt a1 = 0 < by, ..., bgy1 linear
abhdngig
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(i1) Gngr = brr — Yoby(ay, b )ayLa, Y =1,k
= agp1luvu € Uy = Lin(ay, ..., a,) = Lin(by, ..., bx)
= a, sind die Hohen im Parallelepiped 11 = {>""_ 3,b,|0 < 6, < 1 fir v =
L,...n}

(iii) Gemdf Satz 2.1 gilt |oesall? = Nawsal2 + S0y [aw besn) 2 = [beall > el
mit = genau dann wenn by lu € Uy

1 —2 0
Beispiel: fir (G-S): V = Lin 0o |,| 1 1 0 C R3 mit dem kanoni-
-1 1 1
schen Skalarprodukt ({a,b)) = S>_ a,b,)
1 1
gll = bl = 0 , a1 = \/Li 0
-1 -1
—2 1 -1 -1
ay =by — (ar,bp)ar = 1 | —=3(=3)| 0 | =21 2 |,aa=¢]| 2
1 -1 -1 -1
0 1 -1 2
(~I3 = bg—(al,b3>a1—<a2,bg)ag = 0 —%(—1) —%(—1) 2 = % 2 , a3 =
1 —1 —1 2
1
\/ig 1
1
1 —1 1
= \/Li 0 |z 2 ,\/Lg 1 ist ein ONB von V = R3 und by, by, by sind
-1 -1 1
linear unabhdngig
Korollar 6.2.2. (ay,...,a,) = (by,...,b,)C mit oberer Dreiecksmatriz C, genauer aj, =
25:1 coib, mit cp = IIlekH firk=1,...,n

6.3 Gramsche Determinanten und Volumina

[Platzhalter]

Bemerkung: Das Volumen des Parallelepipeds 11 == {>"_ 3,b,|0 < 5, < 1,v =
L,...,n} ist gemafs Korollar 2.2 und der obigen Bemerkung gegeben durch folgende For-

mel: v(I1) = Produkt der Héhen = ||a1|| - - - ||an|| = (det C)~*

und 1 = det I = det({a,,a,)) = det(UT(<bu, b,))C) = (det C)? det((b, b)) = v(II)~2 det((b,, b,))

Definition 6.3.1. Es set V' ein euklidischer oder unitiarer Raum und by,...,b, € V.
Dann heifit

(1) ((bu,b,)) € K™ dieGramsche Matrix von by, ..., b,
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(1t) G(by,...,b,) :=det((b,,b,)) die Gramsche Determinante von by,...,b,

(i17) v(by,...,b,) = /G(by,...,b,) das n-dimensionale Volumen des Parallelepipeds
=" _6b0<p <lv=1,...,n}
Aus der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung und obiger Bemerkungen folgt

Satz 6.3.1. FEs seien V ein euklidischer oder unitdrer Raum und by, ...,b, € V. Dann
qgilt

(i) G(by,...,b,) <0 mit=0<%<by,...,b, sind linear abhingig

(ii) G(by,...,by) > ||bs]|? - ||bnl|* und =& {by,...,b,} sind ein ONS

Bemerkung: Firas,...,a, € C™ oder R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt {a,b) :=

a’b gilt fiir

A= (ay,...,a,) € C™" und die Gramsche Matriz ((a,,a,)) = (@,a,) = A4 = AA

und die Gramsche Determinante G(ay,...,a,) = det(A*A) > 0 und v(ay,...,a,) =
det(A*A)

Weiter gilt (Ubungsaufgabe 31 — Satz 2.5.5): Kern(A*A) = Kern A und C™ = Im A @

Kern A*

Im Falle m = n folgt A € CV",G(ay,...,a,) = |det A]*,v(ay,...,a,) =|det A

Es folgt aus Satz 3.1 das

Korollar 6.3.1 (Hadamardsche Ungleichung). Fir A = (a4, ...,a,) € C"*" gilt:
|det A] < ||a1|| - - - ||an|| mit == {ay,...,a,} sind ein OGS, wobei ||| = /> 1_; |z, |?

Beispiel:

6.4 Projektionen

Definition 6.4.1. Sei V' ein Vektorraum iber K. Ein linearer Operator p € L(V,V)
heif$t eine Projektion, falls gilt: p> =pop=7p

Bemerkung:
(i) p € L(V,V) sei eine Projektion =V =Imp @& Kernp [Probeklausur Aufgabe 8]

(ii) Matrizdarstellung: p(r) = Ax € L(K™, K™) fir A € K™". Dann gilt A> =A< p
1st eine Projektion

Satz 6.4.1 (allgemeine Projektion). Es sei V' ein Vektorraum tiber K. Dann gilt:

(i) Ein linearer Operator p € L(V,V) ist genau dann eine Projektion, wenn gilt:
p(z) =2Ve € Imp und V =Imp & Kernp

(ii) Seien U und U Komplementirunterraume d.h. V = U @ U, dann ist p(z) = u fiir
r=u+u mitu € U,ueU, eine Projektion
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